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2 CYCLES DE CODIMENSION 2 ET H
3 NON RAMIFI ´E
POUR LES VARI ´ET ´ES SUR LES CORPS FINIS
par
Jean-Louis Colliot-The´le`ne & Bruno Kahn
Re´sume´. — Soit X une varie´te´ projective et lisse sur un corps fini F. On
s’inte´resse au groupe de cohomologie non ramifie´e H3
nr
(X,Q/Z(2)). Un fais-
ceau de conjectures implique que ce groupe est fini. Pour certaines classes de
solides, on a H3
nr
(X,Q/Z(2)) = 0. Savoir si c’est le cas pour tout solide
(varie´te´ de dimension 3) est un proble`me ouvert. Lorsqu’un solide X est fibre´
au-dessus d’une courbe C, de fibre ge´ne´rique une surface projective et lisse
V sur le corps global F(C), la combinaison de H3
nr
(X,Q/Z(2)) = 0 et de la
conjecture de Tate pour les diviseurs sur X a pour conse´quence un principe
local-global de type Brauer–Manin pour le groupe de Chow des ze´ro-cycles de
la fibre ge´ne´rique V . Ceci e´claire d’un jour nouveau des investigations com-
mence´es il y a trente ans.
Abstract. — Let X be a smooth projective variety over a finite field F. We dis-
cuss the unramified cohomology group H3
nr
(X,Q/Z(2)). Several conjectures
put together imply that this group is finite. For certain classes of threefolds,
H3
nr
(X,Q/Z(2)) actually vanishes. It is an open question whether this holds
for arbitrary threefolds. For a threefold X equipped with a fibration onto a
curve C, the generic fibre of which is a smooth projective surface V over the
global field F(C), the vanishing of H3
nr
(X,Q/Z(2)) together with the Tate
conjecture for divisors on X implies a local-global principle of Brauer–Manin
type for the Chow group of zero-cycles on V . This sheds a new light on work
started thirty years ago.
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Introduction
`A une varie´te´ X projective, lisse, et ge´ome´triquement connexe sur un corps
k, on associe ([13], [8]) des groupes de cohomologie non ramifie´e
H inr(X,Q/Z(i− 1)), i ≥ 1,
qui sont des invariants birationnels. Pour i = 1 ce groupe classifie les
reveˆtements abe´liens e´tales de X . Pour i = 2, on obtient le groupe de Brauer
Br(X). Pour tout i, ils satisfont une proprie´te´ de rigidite´ [8, Thm. 4.4.1].
On s’inte´resse ici au groupe H3nr(X,Q/Z(2)) et a` ses liens avec le groupe
de Chow CH2(X) des cycles de codimension deux modulo l’e´quivalence
rationnelle. Ceci a de´ja` fait l’objet de deux articles re´cents, l’un de Claire
Voisin et du premier auteur [20], l’autre du deuxie`me auteur [42]. Dans ces
articles, il est e´tabli que :
– Pour k un corps fini ou alge´briquement clos, pour tout nombre premier l
diffe´rent de la caracte´ristique, le groupe H3nr(X,Ql/Zl(2)) est extension
d’un groupe fini Cl par un groupe divisible. Le groupe Cl est le sous-
groupe de torsion du conoyau de l’application cycle CH2(X) ⊗ Zl →
H4e´t(X,Zl(2)).
– Si k = F est un corps fini, H3nr(X,Q/Z(2)) est fini si X appartient a` une
certaine classe BTate(F) qui contient conjecturalement toutes les varie´te´s
projectives et lisses.
Il se trouve, et c’est le point de de´part de cet article, que le groupe
H3nr(X,Q/Z(2)) intervient dans l’e´tude des ze´ro-cycles sur les varie´te´s
de´finies sur un corps global. Dans ce domaine, on a la conjecture suivante
[16, 45, 65, 9] :
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Conjecture 7.2. Soit K un corps global. Soit l un nombre premier
diffe´rent de la caracte´ristique de K. Soit V une varie´te´ projective et lisse,
ge´ome´triquement connexe sur K. S’il existe une famille {zv} de ze´ro-cycles
locaux de degre´s premiers a` l telle que, pour tout e´le´ment A ∈ Br(V ){l}, on
ait ∑
v
invv(A(zv)) = 0,
alors il existe un ze´ro-cycle de degre´ premier a` l sur V .
Cette conjecture a fait l’objet d’un certain nombre de travaux, l’un des plus
re´cents e´tant l’article [81] de O. Wittenberg.
Un lien entre la conjecture 7.2 et la cohomologie non ramifie´e de degre´ 3
est donne´ par l’e´nonce´ suivant.
The´ore`me (cf. The´ore`me 7.4). Soit X une varie´te´ projective lisse de dimen-
sion 3 fibre´e au-dessus d’une courbe C sur un corps fini F, la fibre ge´ne´rique
e´tant une surface lisse ge´ome´triquement inte`gre V sur K = F(C). Soit l 6=
car(F) un nombre premier. On suppose que :
(i) L’application cycle
CH1(X)⊗Ql → H
2
e´t(X,Ql(1))
est surjective (conjecture de Tate en codimension 1).
(ii) On a H3nr(X,Ql/Zl(2)) = 0.
Alors la conjecture 7.2 vaut pour pour la K-varie´te´ V .
En combinant ce the´ore`me et un re´sultat re´cent de Parimala et Suresh ([58],
The´ore`me 4.4 ci-dessous), on e´tablit l’e´nonce´ suivant (cas particulier de notre
the´ore`me 7.8) :
The´ore`me. Soient F un corps fini de caracte´ristique p diffe´rente de 2, et
C, S,X des varie´te´s projectives, lisses, ge´ome´triquement connexes sur F, de
dimensions respectives 1, 2, 3, e´quipe´es de morphismes dominantsX → S →
C, la fibre ge´ne´rique de X → S e´tant une conique lisse, la fibre ge´ne´rique de
S → C e´tant une courbe lisse ge´ome´triquement inte`gre. Supposons satisfaite
la conjecture de Tate pour les diviseurs sur la surface S. Soit V/F(C) la fibre
ge´ne´rique de l’application compose´e X → C.
Si la F(C)-surface V porte une famille de ze´ro-cycles locaux de degre´s 1
orthogonale au groupe de Brauer de V , alors il existe un ze´ro-cycle de degre´
une puissance de p sur V .
Parimala et Suresh e´tablissent en effet que l’on a H3nr(X,Ql/Zl(2)) =
0 pour les varie´te´s ci-dessus et l 6= p. Dans leur article, ils e´tablissent le
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the´ore`me ci-dessus pour S = P1C : dans ce cas la conjecture de Tate est bien
connue.
De´taillons maintenant le contenu de l’article.
Au §1, on de´crit les outils de cohomologie motivique utilise´s dans l’article.
La suite exacte (1.5) est particulie`rement importante.
Au §2, on donne une nouvelle preuve d’une partie du the´ore`me 1.1 de [42]
sur la structure du groupe H3nr(X,Q/Z(2)), lorsque le corps de base est un
corps fini F (et plus ge´ne´ralement un corps a` cohomologie galoisienne finie
en l).
Aux §§3, 4 et 5, on se penche sur la taille du groupe H3nr(X,Q/Z(2)) pour
X projective et lisse sur un corps fini.
Au §3, on explique, avec un peu plus de de´tails que dans [42], comment cer-
taines conjectures impliquent sa finitude. On exhibe des classes importantes
de varie´te´s qui ve´rifient cette conclusion : citons ici la proposition 3.2 et le
the´ore`me 3.18.
Pour X de dimension au plus 2, le groupe H3nr(X,Q/Z(2)) est nul (voir la
proposition 3.1). On donne au §4 deux cas de divisibilite´ de ce groupe pour
X de dimension 3.
Question 5.4. Pour X/F une varie´te´ projective et lisse de dimension 3, a-t-on
H3nr(X,Q/Z(2)) = 0 ?
L’analogue de cette question pour les varie´te´s complexes a une re´ponse
ne´gative, comme l’ont montre´ de nombreux exemples (cf. [20, §5]).
On a H3nr(X,Q/Z(2)) = 0 pour plusieurs classes de varie´te´s X de dimen-
sion 3 ge´ome´triquement unire´gle´es ([58], [11]). Par ailleurs, pour une varie´te´
complexeX de dimension 3 unire´gle´e, on peut graˆce a` un the´ore`me de C. Voi-
sin montrer H3nr(X,Q/Z(2)) = 0 ([20, Thm. 1.2]). Ceci motive :
Conjecture 5.7. Pour X/F une varie´te´ projective et lisse de dimension 3
ge´ome´triquement unire´gle´e, on a H3nr(X,Q/Z(2)) = 0.
Au §6.1, on fait de la descente galoisienne sur les groupes H3nr(X,Q/Z(2))
et CH2(X) pour X une varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe
sur un corps F a priori quelconque. On e´tudie en particulier le groupe
Ker
(
H3nr(X,Q/Z(2))→ H
3
nr(X,Q/Z(2))
)
,
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ou` X = X ×F Fs pour une cloˆture se´parable Fs de F ; on relie ce noyau
a` la K-the´orie du corps des fonctions de X . Lorsque F est de dimension
cohomologique≤ 1, ceci donne un premier controˆle sur les noyau et conoyau
de la restriction
CH2(X)→ CH2(X)G,
ou` G = Gal(Fs/F ) (the´ore`me 6.3).
Au §6.2, on applique les re´sultats du §6.1 au cas des varie´te´s sur les corps
finis. Des re´sultats connus sur la K-cohomologie de telles varie´te´s [14, 28],
et qui reposent sur les conjectures de Weil de´montre´es par Deligne, nous per-
mettent alors d’e´tablir le :
The´ore`me 6.8. Soit F un corps fini. Soit F une cloˆture alge´brique de
F, et soit G le groupe de Galois de F sur F. Soit V une F-varie´te´ pro-
jective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Soit M le module galoisien fini⊕
lH
3(V ,Zl(2)){l}. On a alors une suite exacte
0→ Ker
(
CH2(V )→ CH2(V )
)
→ H1(G,M)
→ Ker
(
H3nr(V,Q/Z(2))→ H
3
nr(V ,Q/Z(2))
)
→ Coker
(
CH2(V )→ CH2(V )G
)
→ 0.
Au §7, on rappelle les conjectures locales-globales ge´ne´rales de [9] sur les
ze´ro-cycles dans le cas des varie´te´s sur un corps global K = F(C) de ca-
racte´ristique positive, et on montre comment le the´ore`me de Parimala et Sur-
esh [58] permet d’e´tablir ces conjectures pour des surfaces fibre´es en coniques
au-dessus d’une courbe de genre quelconque, lorsque l’on suppose la conjec-
ture de Tate pour les surfaces sur F (The´ore`me 7.8). On e´tablit en particulier
les deux the´ore`mes cite´s au de´but de l’introduction.
Au §8, nous conside´rons les varie´te´s projectives et lisses sur un corps global
quelconque. Pour le groupe H3nr(V,Q/Z(2)) d’une telle varie´te´ V , nous for-
mulons des questions et conjectures e´troitement lie´es d’une part aux conjec-
tures pour les varie´te´s sur un corps fini discute´es au §5, d’autre part a` une
conjecture faite en 1981 par Sansuc et le premier auteur pour V surface ra-
tionnelle sur un corps de nombres [16]. On voit comment le the´ore`me 7.8 est
paralle`le aux re´sultats de´ja` obtenus pour les surfaces fibre´es en coniques au-
dessus d’une courbe sur un corps de nombres, sous l’hypothe`se que le groupe
de Tate-Shafarevich de la jacobienne de la courbe est fini (cf. [81]).
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Notations. — ´Etant donne´ un groupe abe´lien A, un entier n > 0 et un
nombre premier l, on note A[n] le sous-groupe de A forme´ des e´le´ments an-
nule´s par n, et on note A{l} le sous-groupe de torsion l-primaire de A. On
note Adiv son sous-groupe divisible maximal.
1. Les outils
1.1. Cohomologie non ramifie´e. — Soient k un corps et X une k-varie´te´.
Pour tout nombre premier l diffe´rent de la caracte´ristique p de k, tout entier
n > 0, tout entier j ∈ Z et tout ouvert U ⊂ X , on dispose du groupe de co-
homologie e´tale H ie´t(U, µ
⊗j
ln ). En faisceautisant ces groupes pour la topologie
de Zariski sur X , on obtient des faisceaux HiX(µ
⊗j
ln ). On peut faire la meˆme
construction en remplac¸ant µ⊗jln par Ql/Zl(j) = lim−→n µ
⊗j
ln .
On de´finit les groupes de cohomologie non ramifie´e H inr(X, µ
⊗j
ln ) et
H inr(X,Ql/Zl(j)) par les formules
H inr(X, µ
⊗j
ln ) = H
0(X,HiX(µ
⊗j
ln ))
et
H inr(X,Ql/Zl(j)) = H
0(X,HiX(Ql/Zl(j)))).
Comme il est explique´ par exemple dans [8], la conjecture de Gersten pour
la cohomologie e´tale, e´tablie par Bloch et Ogus [3], permet pour X/k lisse et
inte`gre, de corps des fonctions k(X), d’identifier ces groupes a`
Ker
(
H i(k(X), µ⊗jn )→
⊕
x∈X(1)
H i−1(k(x), µ⊗j−1n )
)
et
Ker
(
H i(k(X),Ql/Zl(j))→
⊕
x∈X(1)
H i−1(k(x),Ql/Zl(j − 1))
)
,
ou` x parcourt l’ensemble des points de codimension 1 de X , le corps k(x)
est le corps re´siduel en x et les fle`ches sont des applications re´sidus en coho-
mologie galoisienne associe´es aux anneaux de valuation discre`te OX,x. Ceci
permet de montrer que les groupes H inr(X, µ
⊗j
ln ) et H
i
nr(X,Ql/Zl(j)) sont des
invariants k-birationnels des k-varie´te´s inte`gres projectives et lisses. Pour de
telles varie´te´s, ceci permet de les identifier aux groupes de cohomologie non
ramifie´e introduits par Ojanguren et le premier auteur dans [13].
Une conse´quence de la conjecture de Bloch–Kato (maintenant un
the´ore`me, graˆce a` plusieurs auteurs, parmi lesquels nous citerons par ordre
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alphabe´tique Rost, Suslin, Voevodsky, Weibel) est que pour i ≥ 1 les groupes
H inr(X,Ql/Zl(i− 1))
sont la re´union, et non seulement la limite inductive, des groupesH inr(X, µ⊗i−1ln ).
En utilisant les complexes de de Rham-Witt (Bloch, Illusie, Milne), pour
X re´gulier de type fini sur un corps k de caracte´ristique p > 0 et i > 0, on
de´finit des groupes
H i(X,Z/pn(j)) := H i−je´t (X, νn(j))(1.1)
H i(X,Qp/Zp(j)) := lim−→nH
i(X,Z/pn(j))
ou` νn(j) est le faisceau de Hodge-Witt logarithmique de poids j et de niveau
n, d’ou` des groupes H inr(X,Qp/Zp(i− 1)) [42, de´f. 2.7, App. A].
Pour i ≥ 1, et X lisse sur un corps k, on de´finit :
H inr(X,Q/Z(i− 1)) =
⊕
l
H inr(X,Ql/Zl(i− 1)).
1.2. Complexes motiviques. — Le pre´sent article, tout comme l’article
[42], utilise de fac¸on cruciale les complexes Z(2), version moderne des com-
plexes Γ(2) de Lichtenbaum, et leurs proprie´te´s. On notera que celles-ci ne
font intervenir que le the´ore`me de Merkurjev–Suslin ; la conjecture ge´ne´rale
de Bloch–Kato n’est pas utilise´e dans [42] ni dans le pre´sent article — alors
qu’elle l’est, en degre´ 3, dans l’article [20].
Les complexes Γ(2) et Z(2) sont des objets de la cate´gorie de´rive´e des
faisceaux sur le petit site Zariski d’un sche´ma X ; on note leurs e´talifie´s avec
un indice e´t. ´Etant donne´ une varie´te´X lisse (voire un sche´ma re´gulier de type
fini) sur un corps k d’exposant caracte´ristique p et un entier n inversible sur
X , on a des triangles exacts (“suites de Kummer et d’Artin-Schreier”) dans
cette cate´gorie de´rive´e :
(1.2) Γ(2) ×n−→ Γ(2)→ µ⊗2n +1−→, Γ(2)
×pr
−→ Γ(2)→ νr(2)[−2]
+1
−→
(Lichtenbaum [49, 50], Kahn [37]), et leur variante “moderne”
(1.3) Ze´t(2) ×n−→ Ze´t(2)→ µ⊗2n +1−→, Ze´t(2)
×pr
−→ Ze´t(2)→ νr(2)[−2]
+1
−→
Ces derniers sont des cas particuliers de triangles exacts
(1.4) Ze´t(i) ×n−→ Ze´t(i)→ µ⊗in +1−→, Ze´t(i)
×pr
−→ Ze´t(i)→ νr(i)[−i]
+1
−→
ou` νr(i) est le faisceau de Hodge-Witt logarithmique de poids i et de niveau
r si p > 1, et est 0 par de´finition si p = 1. On renvoie a` [42, th. 2.6] pour les
de´tails et les re´fe´rences.
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1.3. Cohomologie motivique et K-cohomologie. — Certains des groupes
d’hypercohomologie de complexes motiviques utilise´s dans le pre´sent article
ont e´te´ e´tudie´s dans le passe´, en particulier dans l’article [14], dans le contexte
de la K-cohomologie. Ils apparaissent aussi comme groupes de Chow supe´-
rieurs (Bloch).
Rappelons ici que l’on noteKi,X les faisceaux Zariski sur un sche´ma X as-
socie´s au pre´faisceau qui a` un ouvert U associe le groupe Ki(H0(U,OX)), ou`
Ki(A) est le i-ie`me groupe de K-the´orie d’un anneau commutatif A, comme
de´fini par Quillen.
Pour la commodite´ du lecteur, nous re´pe´tons ici les identifications (voir [37,
Thm. 1.1 et Thm. 1.6] et [42, §2]) entre les divers groupes qui nous inte´ressent
ici.
Proposition 1.1. — Pour X une varie´te´ lisse sur un corps, on a des isomor-
phismes canoniques
CH2(X, 2) ≃ H0(X,K2) ≃ H
2
Zar(X,Γ(2)) ≃ H
2
e´t(X,Γ(2))
≃ H2Zar(X,Z(2)) ≃ H
2
e´t(X,Z(2));
CH2(X, 1) ≃ H1(X,K2) ≃ H
3
Zar(X,Γ(2)) ≃ H
3
e´t(X,Γ(2))
≃ H3Zar(X,Z(2)) ≃ H
3
e´t(X,Z(2));
CH2(X) = CH2(X, 0) ≃ H2(X,K2) ≃ H
4
Zar(X,Γ(2))
≃ H4Zar(X,Z(2)).
1.4. CH2 et H3nr. — Notons que dans la proposition ci-dessus, les isomor-
phismes entre groupes de cohomologie Zariski et e´tale s’arreˆtent en degre´ 3.
Outre le triangle exact (1.3), la suite exacte
(1.5) 0→ CH2(X)→ H4e´t(X,Z(2))→ H3nr(X,Q/Z(2))→ 0
joue un roˆle central dans le pre´sent article. Avec le complexe Γ(2) de Lich-
tenbaum [49] a` la place de de Z(2), cette suite apparaıˆt pour la premie`re fois
(mais de fac¸on pas comple`tement explicite) dans un article de Lichtenbaum
([50], Thm. 2.13, sa de´monstration, et remarque 2.14), ou` elle est e´tablie a`
la 2-torsion pre`s. Toujours avec le complexe Γ(2), elle est e´tablie en toute
ge´ne´ralite´ dans [37, Thm. 1.1]. Sous la forme moderne ci-dessus, la suite est
e´tablie dans [42, Prop. 2.9].
1.5. Descente. — Enfin on fait de la descente galoisienne sur l’hypercoho-
mologie des complexes Z(2). Dans [20], on fait cela sur les complexes de
Gersten en K-the´orie, comme cela avait e´te´ fait par Raskind et le premier
CYCLES DE CODIMENSION 2 ET H3 NON RAMIFI ´E 9
auteur dans [14], a` la suite de Spencer Bloch. Dans divers articles, et en par-
ticulier [36, 37], le second auteur a montre´ l’utilite´ de la descente galoisienne
sur l’hypercohomologie e´tale des complexes Γ(2) ou Z(2).
2. Cycles de codimension 2 et H3 non ramifie´
Soit l un nombre premier. On dit qu’un corps k est a` cohomologie galoi-
sienne finie en l si l 6= car(k) et si, pour tout module galoisien fini M d’ordre
une puissance de l et tout entier i ≥ 0, les groupes de cohomologie H i(k,M)
sont finis. Ceci implique que pour toute k-varie´te´ X les groupes de cohomo-
logie e´tale H ie´t(X,M) sont finis. Exemples de tels corps : les corps alge´bri-
quement clos, les corps finis, le corps des re´els, les corps p-adiques, les corps
locaux supe´rieurs dont la dernie`re caracte´ristique re´siduelle est distincte de l.
La conside´ration de tels corps simplifie l’exposition de l’application cycle,
et la de´monstration du the´ore`me principal de cette section.
Le lemme suivant est bien connu et tre`s utile :
Lemme 2.1. — Soient A un groupe abe´lien et l un nombre premier. On a une
application naturelle
(2.1) A⊗ Zl → lim←−nA/l
n.
(i) Pour tout n > 0, cette application induit modulo ln un isomorphisme
(A⊗ Zl)/l
n ∼−→ A/ln.
(ii) Le Zl-module lim←−nA/l
n est de type fini si et seulement si A/l est fini. Si
c’est le cas, la fle`che (2.1) est surjective.
(iii) Soit T un groupe abe´lien de torsion. Le groupe T ⊗ Zl s’identifie natu-
rellement au sous-groupe de torsion l-primaire de T .
De´monstration. — De´montrons simplement (ii). Soit B ⊂ A un sous-groupe
de type fini engendrant A modulo l. On ve´rifie par re´currence sur n que les
applications de groupes finis B/ln fn−→ A/ln sont surjectives. D’ou` la surjec-
tivite´ des Kerfn+1 → Kerfn, qui entraıˆne la deuxie`me des surjections
B ⊗ Zl −→ lim←−nB/l
n −→ lim←−nA/l
n.

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2.1. L’application cycle. — Soit X une k-varie´te´ lisse, et soit l un nombre
premier.
Supposons d’abord l distinct de la caracte´ristique de k. Puisque k est a`
cohomologie galoisienne finie en l, le groupe
(2.2) Hje´t(X,Zl(i)) = lim←−nH
j
e´t(X, µ
⊗i
ln )
est un Zl-module de type fini (lemme 2.1).
Supposons maintenant k fini de caracte´ristique p et X projective. Alors les
groupes Hje´t(X,Z/pn(i)) de (1.1) sont finis [55, cor. 1.12], et on peut de´finir
Hje´t(X,Zp(i)) comme en (2.2) : c’est un Zp-module de type fini.
Dans les deux cas cite´s, on dispose d’applications classe de cycle
(2.3) CH i(X)⊗ Zl → H2ie´t (X,Zl(i)) (i ≥ 0)
de´finies comme limites projectives des applications classe de cycle usuelles :
CH i(X)/ln → H2ie´t (X,Z/l
n(i)).
Pour l 6= p, celles-ci sont construites dans [32]. Pour l = p, une construc-
tion est donne´e dans [27], et une construction e´quivalente dans [55]. Une autre
est donne´e dans [42, §3.1] ; il est probable, mais non de´montre´, que les deux
constructions coı¨ncident.
2.2. ´Enonce´ du the´ore`me. —
The´ore`me 2.2. — Soient l un nombre premier, k un corps a` cohomologie
galoisienne finie en l, et soit X une k-varie´te´ lisse. Soit M le Zl-module de
type fini
M = Coker
(
CH2(X)⊗ Zl → H
4
e´t(X,Zl(2))
)
.
Le quotient de H3nr(X,Ql/Zl(2)) par son sous-groupe divisible maximal est
le groupe fini Mtors.
Si k est fini et X est projective, cette assertion s’e´tend a` l = p, caracte´ristique
de k.
Ce the´ore`me est un cas particulier d’un the´ore`me du second auteur [42, th.
1.1] valable sur un corps quelconque, les classes de cycle e´tant a` valeurs dans
la cohomologie e´tale continue de Jannsen. Le cas ou` le corps de base est le
corps des complexes avait e´te´ conside´re´ par C. Voisin et le premier auteur
dans [20].
La me´thode que nous utilisons ici, spe´cifique au cas des corps a` cohomolo-
gie galoisienne finie, repose sur un argument de comptage. Elle a e´te´ reprise
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par Alena Pirutka [61] pour e´tudier, pour tout i entier, le conoyau de l’appli-
cation
Coker
(
CH i(X)⊗ Zl → H
2i
e´t (X,Zl(2))
)
pour X projective et lisse de dimension d sur un corps k a` cohomologie ga-
loisienne finie en l, avec application particulie`re au cas i = d − 1 lorsque k
est un corps fini.
2.3. De´monstration du the´ore`me. — Cette de´monstration fonctionne uni-
forme´ment pour l 6= p ou pour l = p, en prenant la de´finition de la classe de
cycle p-adique de [42].
On conside`re la suite exacte fondamentale (1.5)
0→ CH2(X)→ H4e´t(X,Z(2))→ H
3
nr(X,Q/Z(2))→ 0.
On la tensorise avec Zl. Cela donne
0→ CH2(X)⊗ Zl → H
4
e´t(X,Z(2))⊗ Zl → H
3
nr(X,Ql/Zl(2))→ 0.
Du triangle exact (1.3) on de´duit la suite exacte de groupes abe´liens
(2.4) 0→ H4e´t(X,Z(2))/ln → H4e´t(X, µ⊗2ln )→ H5e´t(X,Z(2))[ln]→ 0.
Les fle`ches
H4e´t(X,Z(2))→ H
4
e´t(X,Z(2))/l
n → H4e´t(X, µ
⊗2
ln )
induisent des fle`ches
H4e´t(X,Z(2))→ lim←−
n
H4e´t(X,Z(2))/l
n → lim←−
n
H4e´t(X, µ
⊗2
ln ) = H
4
e´t(X,Zl(2))
(ou` la dernie`re e´galite´ est ici une de´finition) et donc une fle`che
(2.5) θ1 : H4e´t(X,Z(2))⊗ Zl → H4e´t(X,Zl(2)).
De (2.4) et de la finitude de H4e´t(X, µ⊗2ln ), on de´duit la suite exacte de Zl-
modules de type fini
0→ lim←−
n
H4e´t(X,Z(2))/l
n → H4e´t(X,Zl(2))→ lim←−
n
H5e´t(X,Z(2))[l
n]→ 0.
Le terme de droite est sans torsion, car c’est un module de Tate. Comme
lim←−nH
4
e´t(X,Z(2))/l
n est un Zl-module de type fini, il re´sulte alors du lemme
2.1 (ii) que l’application θ1 de (2.5) a son conoyau sans torsion.
Si l 6= p, l’application compose´e
CH2(X)⊗ Zl → H
4
e´t(X,Z(2))⊗ Zl → H
4
e´t(X,Zl(2))
est l’application cycle classique [42, Rem. 3.1]. Si l = p, il en est de meˆme
avec la de´finition de [42] (ibid.).
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Conside´rons alors le diagramme commutatif de suites exactes
(2.6)
0→CH2(X)⊗ Zl→H4e´t(X,Z(2))⊗ Zl→H
3
nr(X,Ql/Zl(2))→0
||
yθ1
yθ0
CH2(X)⊗ Zl→ H4e´t(X,Zl(2)) → M →0.
ou` la fle`che θ0 est induite par le reste du diagramme. L’image de cette fle`che
est e´videmment de torsion. Notons
θ : H3nr(X,Ql/Zl(2))→ Mtors
l’application induite. On a vu que la fle`che verticale me´diane a son conoyau
sans torsion, et le diagramme montre que ce conoyau s’identifie a` celui de θ0.
Ainsi θ est surjective.
Par de´finition de la fle`che H4e´t(X,Z(2)) ⊗ Zl → H4e´t(X,Zl(2)), pour tout
n > 0, le diagramme suivant commute
(H4e´t(X,Z(2))⊗ Zl)/l
n a−−−→ H4e´t(X,Z(2))/l
n
c
y d
y
H4e´t(X,Zl(2))/l
n b−−−→ H4e´t(X, µ
⊗2
ln )
La fle`che a est un isomorphisme (lemme 2.1 (i)). La fle`che d est une injec-
tion, d’apre`s (1.3). On conclut que c est injectif.
Notons K = H3nr(X,Ql/Zl(2)). Passant au quotient modulo ln dans le
diagramme (2.6), on voit que c induit une injection
θ0 mod l
n : K/ln →֒ M/ln.
On a vu que θ0 induit une surjection θ : K → Mtors. On conclut que θ induit
un isomorphisme
θ mod ln : K/ln →Mtors/l
n.
Le groupe Mtors est fini, en particulier d’exposant le fini. Pour n ≥ e, la
projection naturelle Mtors/ln+1 → Mtors/ln est donc un isomorphisme. Il en
re´sulte que pour n ≥ e, les fle`ches
K/ln+1 → K/ln →Mtors/l
n
et Mtors → Mtors/ln sont des isomorphismes. Ainsi pout tout tel n, lnK =
ln+1K. Le sous-groupe leK ⊂ K est donc un groupe divisible, c’est le sous-
groupe divisible maximal Kdiv de K, et le quotient de K par Kdiv s’identifie
au groupe fini Mtors.
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On a donc montre´ que le quotient K = H3nr(X,Ql/Zl(2)) par son sous-
groupe divisible maximal s’identifie au sous-groupe de torsion du conoyau de
l’application cycle
CH2(X)⊗ Zl → H
4
e´t(X,Zl(2)),
sous-groupe de torsion qui est fini.
2.4. Remarques. —
Remarque 2.3. — On a vu dans la de´monstration que la fle`che θ1 de (2.5)
a un conoyau sans torsion. On en de´duit l’e´nonce´ suivant : toute classe α ∈
H4e´t(X,Zl(2))tors est dans l’image de H4e´t(X,Z(2))⊗ Zl. Dans [42, cor. 3.5],
il est de´montre´ que le noyau de θ1 est divisible, ce qui implique que α provient
meˆme de H4e´t(X,Z(2))tors
∼
−→ (H4e´t(X,Z(2))⊗ Zl)tors (voir lemme 2.1 (iii)),
donc en particulier de H4e´t(X,Z(2)).
Si k = C, si X est projective et si on remplace Z(2) par Γ(2), ce der-
nier e´nonce´ est duˆ a` Lichtenbaum [50, th. 2.15]. L’argument ci-dessus e´vite le
the´ore`me de Lieberman, utilise´ dans [50], selon lequel l’e´quivalence homolo-
gique coı¨ncide avec l’e´quivalence nume´rique sur les cycles de codimension 2
(the´ore`me reposant in fine sur le the´ore`me (1,1) de Lefschetz).
Si l’on lit cet e´nonce´ a` la lueur de la suite exacte
0→ CH2(X)→ H4e´t(X,Z(2))→ H
3
nr(X,Q/Z(2))→ 0,
on voit que le corollaire 2.16 de [50] implique que les contre-exemples de
Atiyah et Hirzebruch a` la conjecture de Hodge entie`re pour les cycles de co-
dimension 2 donnent des exemples sur C avec H3nr(X,Q/Z(2)) 6= 0 (voir
[20]).
Remarque 2.4. — Soit X une varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement
connexe sur un corps fini F. Supposons H3nr(X,Ql/Zl(2)) fini (comme on le
verra au §3, c’est peut-eˆtre toujours le cas). La proposition 4.3.5 de Saito-Sato
[66] e´tablit alors le re´sultat suivant, cas particulier du The´ore`me 2.2 : l’ordre
de H3nr(X,Ql/Zl(2)) est e´gal a` l’ordre du sous-groupe de torsion du groupe
Coker
(
CH2(X)⊗ Zl → H
4
e´t(X,Zl(2))
)
.
3. Finitude de H3 non ramifie´ : re´sultats et conjectures
Commenc¸ons par un rappel.
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Proposition 3.1. — Soit k un corps alge´briquement clos. Pour toute k-
varie´te´ lisse X de dimension d ≤ 2 (resp. pour tout corps de fonc-
tions K/k en au plus 2 variables), on a H3nr(X,Q/Z(2)) = 0 (resp.
H3nr(K/k,Q/Z(2)) = 0). La meˆme conclusion est vraie si k est fini et X
projective.
Pour la torsion premie`re a` p = car(k), le re´sultat est clair sur un corps
se´parablement clos (la dimension cohomologique du corps de fonctions k(X)
est au plus 2) ; sur un corps fini, il est duˆ a` Sansuc, Soule´ et au premier auteur
[17, Rem. 2 p. 790]. Pour la p-torsion, le re´sultat sur un corps alge´briquement
clos est duˆ a` N. Suwa [76, lemma 2.1] et sur un corps fini a` K. Kato [44, cor.
p. 145], qui se repose sur des re´sultats de M. Gros [26]. Enfin, le passage des
varie´te´s projectives lisses aux corps de fonctions de´coule de la re´solution des
singularite´s en dimension≤ 2 (Abhyankar) graˆce a` [8, prop. 2.1.8].
3.1. Correspondances et motifs birationnels. —
Proposition 3.2. — Soit k un corps fini ou un corps se´parablement clos. Soit
X une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Supposons qu’il
existe un domaine universel Ω contenant k, une surface Y projective et lisse
sur k et un k-morphisme f : Y → X qui induit une surjection
f∗ : CH0(YΩ)⊗Q −→ CH0(XΩ)⊗Q.
Alors pour tout l premier distinct de la caracte´ristique de k, le groupe
H3nr(X,Ql/Zl(2))
est fini, et il est nul pour presque tout premier l.
De´monstration. — Soit d la dimension de X . Soit ∆X ⊂ X ×k X la dia-
gonale. Par un argument utilise´ par S. Bloch [2, Lecture 1, Appendix], l’hy-
pothe`se assure l’existence d’un entier N > 0 tel que la classe de N.∆X ∈
CHd(X×kX) soit la somme de la classe d’un cycle Z1 ∈ g∗(CHd(Y ×kX)),
et d’un cycle Z2 ∈ CHd(X ×k X) de restriction nulle a` CHd(X ×k U) pour
U un ouvert de Zariski non vide de X .
(De´taillons le´ge`rement cet argument. Soit K le corps des fonctions de X ,
qu’on suppose plonge´ dans Ω. Un argument de transfert montre facilement
que l’hypothe`se implique la surjectivite´ de l’homomorphisme
CH0(YK)⊗Q
f∗
−→ CH0(XK)⊗Q.
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Si z est un 0-cycle de YK a` coefficients rationnels qui s’envoie sur la classe
du point ge´ne´rique de X , un rele`vement de z a` Y × X fournit le cycle Z1
cherche´.)
Les groupes de cohomologie galoisienne H ie´t(•,Ql/Zl(j)) associe´s aux
corps contenant k satisfont les axiomes des modules de cycles de Rost [63,
(1.11)]. Avec les notations de [63] et [52], le groupe A0(X,M) associe´ a`
M = H ie´t(•,Ql/Zl(j)) sur une k-varie´te´ projective et lisse X est le groupe
H inr(X,Ql/Zl(j)).
On dispose donc d’un diagramme commutatif
H3nr(Y,Ql/Zl(2))× CHd(Y ×k X)
++❲❲❲❲
❲❲
❲❲
❲❲
❲❲
❲❲
❲❲
❲❲
❲
H3nr(X,Ql/Zl(2))× CHd(Y ×k X)
f∗×1
OO
1×g∗

H3nr(X,Ql/Zl(2)).
H3nr(X,Ql/Zl(2))× CHd(X ×k X)
33❣❣❣❣❣❣❣❣❣❣❣❣❣❣❣❣❣❣❣
Dans ce diagramme, les fle`ches diagonales sont des accouplements de cor-
respondances fournis par la the´orie de cycles de Rost [52, 21]. La commuta-
tivite´ du diagramme re´sulte d’un cas particulier d’une formule de projection
mentionne´e dans [52, §1] et e´tablie par F. De´glise [21, Prop. 5.9 (3)].
L’e´galite´
N.∆X = Z1 + Z2 ∈ CHd(X ×k X)
permet de de´composer la multiplication par N sur H3nr(X,Ql/Zl(2)) en la
somme de Z1,∗ et Z2,∗. D’apre`s [52, Prop. 3.1], Z2,∗ = 0.
La nullite´ de H3nr(Y,Ql/Zl(2)) (Proposition 3.1) et le diagramme ci-dessus
donnent Z1,∗ = 0.
On voit donc que l’entier N annule H3nr(X,Ql/Zl(2)). D’apre`s le the´ore`me
2.2, le groupe H3nr(X,Ql/Zl(2)) est extension d’un groupe fini par un groupe
l-divisible. Ceci ache`ve la de´monstration. 
Remarque 3.3. — L’hypothe`se de la proposition 3.2 est satisfaite si la varie´te´
est rationnellement domine´e par le produit d’une surface et d’un espace pro-
jectif. Un autre exemple non trivial est celui de Bloch–Srinivas, [4, ex. 1 p.
1242]. Si k est de caracte´ristique ze´ro, l’hypothe`se est conjecturalement tre`s
proche de la nullite´ des groupes de cohomologie cohe´rente H i(X,OX) pour
i ≥ 3.
De´monstration alternative de la proposition 3.2.
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Lemme 3.4. — Soit A le quotient de la cate´gorie des groupes abe´liens par
la classe de Serre des groupes abe´liens d’exposant fini. Pour l 6= car k,
conside´rons H3nr(−,Ql/Zl(2)) comme un foncteur de la cate´gorie des
varie´te´s projectives lisses vers A. Alors :
(a) Ce foncteur s’e´tend en un foncteur sur la cate´gorie Meff(k,Q) des
motifs de Chow effectifs a` coefficients rationnels.
(b) Ce nouveau foncteur passe au quotient a` travers la cate´gorieMo(k,Q)
des motifs de Chow birationnels.
De´monstration. — (a) La cate´gorie A est Q-line´aire et abe´lienne : il suf-
fit donc de montrer que les correspondances de Chow a` coefficients entiers
ope`rent sur ce foncteur. Ce fait est justifie´ ci-dessus.
(b) Une de´finition de Mo(k,Q) est : l’enveloppe pseudo-abe´lienne de la
localisation de Meff(k,Q) obtenue en inversant les morphismes birationnels
[43, cor. 2.4.2]. Il suffit donc de voir que tout morphisme birationnel induit un
isomorphisme sur H3 non ramifie´, ce qui est bien connu. 
Lemme 3.5. — Soient X, Y deux varie´te´s projectives lisses sur un corps k et
soit γ ∈ CHdimY (Y ×X)⊗Q une correspondance de Chow. Supposons que
l’application induite
CH0(YΩ)⊗Q→ CH0(XΩ)⊗Q
soit surjective. Alors le motif birationnel de X est facteur direct de celui de
Y .
De´monstration. — C’est une variante de celle de [41, prop. 7.6]. 
Proposition 3.6. — Notons (Q/Z)′(2) =
⊕
l 6=car k Ql/Zl(2). Alors, sous les
hypothe`ses du lemme 3.5 :
a) Dans la cate´gorie A, le groupe H3nr(X, (Q/Z)′(2)) est facteur direct du
groupe H3nr(Y, (Q/Z)′(2)).
b) Si k est a` cohomologie galoisienne finie en l pour tout l 6= car k, la fi-
nitude de H3nr(Y, (Q/Z)′(2)) implique celle de H3nr(X, (Q/Z)′(2)) (dans la
cate´gorie des groupes abe´liens).
De´monstration. — a) re´sulte des lemmes 3.4 et 3.5. b) D’apre`s a), le groupe
abe´lien H3nr(X, (Q/Z)′(2)) est d’exposant fini. Mais d’apre`s [42, Thm. 1.1]
ou encore d’apre`s le the´ore`me 2.2, pour tout l premier, ses composantes l-
primaires sont extensions d’un groupe fini par un groupe divisible. Elles sont
donc finies, et au total H3nr(X, (Q/Z)′(2)) est fini. 
Les propositions 3.1 et 3.6 donnent imme´diatement la proposition 3.2. 
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Remarque 3.7. — Si l = car k, les arguments ci-dessus fonctionnent a`
condition de savoir que les correspondances de Chow a` coefficients entiers
ope`rent sur H3nr(−,Qp/Zp(2)). La technique de de´monstration pre´ce´dente ne
s’applique plus, car K 7→ H∗+1e´t (K,Qp/Zp(∗)) = H1e´t(K, ν∞(∗)) ne ve´rifie
pas les axiomes des modules de cycles de Rost a` cause du de´faut de purete´
de la cohomologie de Hodge-Witt logarithmique. On peut toutefois utiliser
la suite exacte (1.5), a` condition de savoir que les correspondances de Chow
ope`rent sur les groupes de Chow supe´rieurs e´tales. Ce fait est re´dige´ dans [38,
app. A], sous re´serve de ve´rification de certaines fonctorialite´s des groupes
de Chow supe´rieurs (sans la topologie e´tale) : ibid., A.1.
Par ailleurs, dans la proposition 3.6 b), il faut exiger que k soit fini si on
veut la finitude de H3nr(X,Qp/Zp(2)) en conclusion.
3.2. Une conse´quence d’une conjecture de Bass. — Soit X lisse sur un
corps k, et soit l un nombre premier distinct de la caracte´ristique de k. D’apre`s
Bloch et Ogus [3], on a les suites exactes
0→ H1(X,H2(µ⊗2ln ))→ H
3
e´t(X, µ
⊗2
ln )
→ H3nr(X, µ
⊗2
ln )→ CH
2(X)/ln → H4e´t(X, µ
⊗2
ln )
et par passage a` la limite sur n
0→ H1(X,H2(Ql/Zl(2)))→ H
3
e´t(X,Ql/Zl(2))
→ H3nr(X,Ql/Zl(2))→ CH
2(X)⊗Ql/Zl → H
4
e´t(X,Ql/Zl(2)).
Soit k = F un corps fini. Supposons en outre X/F projective, lisse, ge´ome´-
triquement inte`gre. On sait (ceci utilise le the´ore`me de Merkurjev-Suslin et
les conjectures de Weil, voir par exemple [7]) qu’alors la dernie`re suite se
re´e´crit
0→ CH2(X){l} → H3e´t(X,Ql/Zl(2))
→ H3nr(X,Ql/Zl(2))→ CH
2(X)⊗Ql/Zl → H
4
e´t(X,Ql/Zl(2))
et l’on sait (voir [17]) que le groupe H3e´t(X,Ql/Zl(2)) est fini, et nul pour
presque tout l.
L’e´nonce´ suivant est donc connu depuis les anne´es 1980.
Proposition 3.8. — Soit k = F un corps fini, p = car(F). Soit X/F projec-
tive, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Soit l 6= p un nombre premier.
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(a) Si le groupe CH2(X) est un groupe de type fini, alors le groupe
H3nr(X,Ql/Zl(2))
est de cotype fini.
(b) Le groupeCH2(X)/ln est fini si et seulement si le groupe H3nr(X, µ⊗2ln )
est fini.
(c) Si le groupe H3nr(X,Ql/Zl(2)) est de cotype fini, alors pour tout entier
n > 0, les groupes H3nr(X, µ⊗2ln ) et CH2(X)/ln sont finis.
(d) Le groupe H3nr(X,Ql/Zl(2)) est fini si et seulement si l’application
CH2(X)⊗Ql/Zl → H4e´t(X,Ql/Zl(2)) a un noyau fini.
En 1968, Bass a demande´ si le groupe K0(X) d’une varie´te´ X lisse sur un
corps fini est de type fini. Si c’est le cas, en utilisant le the´ore`me de Riemann-
Roch sans de´nominateurs [29, Formule (15)] cela implique que le groupe
CH2(X) est de type fini, et donc que le groupe H3nr(X,Ql/Zl(2)) est de co-
type fini.
3.3. Rappels sur les conjectures de Tate et Beilinson. — Soit F un corps
fini de caracte´ristique p. Fixons une cloˆture alge´brique F de F. Soit G =
Gal(F/F).
Soit X une F-varie´te´ projective lisse et soit i un entier ≥ 0, enfin soit l un
nombre premier (l = p est permis). La conjecture de Tate “cohomologique”
pour (X, i, l) est :
Conjecture 3.9. — L’application classe de cycle ge´ome´trique
CH i(X)⊗Ql → H
2i
e´t (X¯,Ql(i))
G
est surjective.
En utilisant les conjectures de Weil, on voit que cet e´nonce´ est e´quivalent
au suivant :
Conjecture 3.10. — L’application cycle (2.3)
CH i(X)⊗ Zl → H
2i
e´t (X,Zl(i))
a un conoyau fini.
La forme “forte” de la conjecture de Tate est :
Conjecture 3.11. — L’ordre du poˆle de ζ(X, s) en s = i est e´gal au rang du
groupe des cycles de codimension i sur X , modulo l’e´quivalence nume´rique.
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Cette conjecture entraıˆne la conjecture 3.9, cf. §3.5.
Soit Ai(X) le groupe des cycles de codimension i sur X modulo l’e´quiva-
lence nume´rique. On sait que c’est un groupe abe´lien libre de type fini. La
conjecture de Beilinson est :
Conjecture 3.12. — L’application CH i(X) ⊗ Q → Ai(X) ⊗ Q est un iso-
morphisme.
3.4. Les classes B(F), Bnum(F) et BTate(F). — Soit V (F) l’ensemble des
classes d’isomorphismes de varie´te´s projectives lisses sur F. Rappelons de
[39, p. 978, de´f. 1] :
De´finition 3.13. — a) On note B(F) le sous-ensemble de V (F) forme´ des
varie´te´s dont le motif de Chow (a` coefficients rationnels) est dans la sous-
cate´gorie e´paisse rigide engendre´e par les motifs d’Artin et les motifs de
varie´te´s abe´liennes (ou de courbes, c’est la meˆme chose).
On dit que X est de type abe´lien si X ∈ B(F).
b) On note BTate(F) le sous-ensemble de B(F) forme´ des varie´te´s X ve´rifiant
la conjecture 3.11 en toute codimension.
On montre facilement que la condition X ∈ B(F) est e´quivalente a` la
suivante : il existe une varie´te´ abe´lienne A de´finie sur F telle que le motif de
Chow de X devienne facteur direct de celui de A apre`s une extension finie
(ou sur la cloˆture alge´brique).
Proprie´te´s 3.14. —
(i) B(F) est stable par produits directs.
(ii) Si f : X → Y est un morphisme surjectif, alors X ∈ B(F) ⇒ Y ∈
B(F) (le motif de Y est facteur direct de celui de X).
(iii) Si X ∈ B(F) et dimX ≤ 3, tout e´clatement de X de centre lisse est
dans B(F).
(iv) Par un re´sultat ce´le`bre de Katsura-Shioda [47], les hypersurfaces de Fer-
mat sont dans B(F).
(v) On sait montrer que de nombreuses varie´te´s abe´liennes sont dans
BTate(F), par exemple les produits de courbes elliptiques (Spieß [73]).
Pour d’autres exemples, voir [39, Ex. 1 c)].
(vi) Si X ∈ B(F) et dimX ≤ 3, alors X ∈ BTate(F). Cela re´sulte de la
proposition 3.15 b) (ii) ci-dessous.
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(vii) Notons Bnum(F) le sous-ensemble de V (F) de´fini comme B(F), mais
en remplac¸ant e´quivalence rationnelle par e´quivalence nume´rique :
il contient e´videmment B(F) et lui est e´gal sous la conjecture 3.12.
D’apre`s Milne [56, rem. 2.7], la conjecture 3.11 implique que toute
F-varie´te´ projective lisse X a sa classe dans Bnum(F) (ce re´sultat utilise
les conjectures de Weil et un the´ore`me de Honda). Ainsi, les conjec-
tures 3.11 et 3.12 entraıˆnent que toute varie´te´ projective lisse est dans
BTate(F).
3.5. Relations entre les conjectures 3.9, 3.11 et 3.12. —
Proposition 3.15. — Soit (X, i) comme ci-dessus, avec dimX = d, et soit l
un nombre premier. Alors :
a) La conjecture 3.11 pour (X, i) implique la conjecture 3.9 pour (X, i, l).
Elle implique aussi, pour tout l :
1. La condition Si(X, l) : la composition
H2i(X,Ql(i))
G → H2i(X,Ql(i))→ H
2i(X,Ql(i))G
est un isomorphisme.
2. ´Equivalence homologique l-adique et e´quivalence nume´rique coı¨ncident
sur CH i(X)⊗Ql.
b) Re´ciproquement :
(i) La conjecture 3.9 pour (X, 1, l) implique la conjecture 3.11 pour (X, 1)
et (X, d− 1) (et donc la conjecture 3.9 pour (X, d− 1, l)).
(ii) Si X ∈ B(F), la condition Si(X, l) est vraie pour tout (i, l). De plus, la
conjecture 3.9 pour (X, i, l) et (X, d − i, l) implique la conjecture 3.11
pour (X, i) et (X, d− i). Ces conjectures sont vraies pour i = 1.
c) Dans les cas de b), la conjecture 3.9 ne de´pend pas du choix de l.
d) Si X ∈ B(F), alors X ∈ BTate(F) ⇐⇒ il existe l tel que X ve´rifie la
conjecture 3.9 en toute codimension.
e) Si X ∈ B(F), alors les conjectures 3.9 (pour tout l) et 3.11 sont vraies
pour (X, 1) et (X, d− 1).
De´monstration. — Cela re´sulte des propositions 8.2 et 8.4 de Milne [55],
re´sume´es dans [79, th. 2.9] : les arguments de [55, §8] sont explicitement
re´dige´s sans distinction entre l 6= p et l = p (1).
1. et valent en l = p quelle que soit la de´finition de la classe de cycle p-adique, puisqu’ils
n’en utilisent que les proprie´te´s formelles.
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La condition Si(X, l) est e´quivalente a` la suivante : 1 n’est pas une ra-
cine multiple du polynoˆme minimal de l’endomorphisme de Frobenius sur
H2i(X,Ql(i)).
D’apre`s la partie (b) de [79, th. 2.9], la conjecture 3.11 pour (X, i) est
e´quivalente a` la conjecture 3.9 pour (X, i, l), jointe a` la condition 1 de a).
D’autre part, la partie (c) de [79, th. 2.9] dit que la conjecture 3.11 pour (X, i)
est e´quivalente a` la conjecture 3.9 pour (X, i, l) et (X, d − i, l) jointe a` la
condition 2 de a). Cela de´montre a) et la premie`re affirmation de b) (i), puisque
la condition 1 de a) est connue en codimension 1. En appliquant ceci pour
i = 1 et en tenant compte de la premie`re affirmation de (i), on obtient la
seconde.
Pour l 6= p, la premie`re assertion de (ii) re´sulte du fait que l’action de
Frobenius sur H∗(X,Ql) est semi-simple pour tout X ∈ B(F). Pour le voir,
on se rame`ne imme´diatement au cas ou` X est une varie´te´ abe´lienne A, et alors
cela re´sulte de [39, lemme 1.9]. Pour l = p, Milne affirme que Si(X, p) est
encore vrai ; Illusie nous en a fourni une justification. La seconde assertion de
(ii) en de´coule alors, comme ci-dessus.
La troisie`me assertion de (ii) (cas i = 1) de´coule du the´ore`me de Tate sur
les endomorphismes de varie´te´s abe´liennes [77].
c) et d) de´coulent alors de b), puisque la conjecture 3.11 ne fait pas inter-
venir l. 
Remarque 3.16. — Par la suite exacte de Kummer, resp. d’Artin-Schreier-
Witt, la conjecture 3.10 et donc la conjecture 3.9 e´quivaut pour i = 1 a` la
surjectivite´ de l’application
CH1(X)⊗ Zl → H
2
e´t(X,Zl(1))
ou encore a` la finitude du sous-groupe de torsion l-primaire du groupe de
Brauer Br(X). En utilisant les parties a) et b) (i) de la proposition 3.15, on
retrouve le fait connu que cette finitude ne de´pend pas de l.
The´ore`me 3.17. — Si X ∈ BTate(F), la conjecture 3.9 implique la conjec-
ture 3.12.
De´monstration. — C’est le contenu de [39, th. 1.10]. 
3.6. Conse´quences des conjectures de Tate et Beilinson. — Dans [39], le
second auteur a e´tabli un certain nombre de proprie´te´s de la cohomologie mo-
tivique de ces varie´te´s. Pour les cycles de codimension 2, on a en particulier
le the´ore`me suivant, dont la preuve utilise le the´ore`me 3.17.
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The´ore`me 3.18 ([39]). — Soit F un corps fini et X une F-varie´te´ projective,
lisse, ge´ome´triquement connexe, dans la classe BTate(F). Alors :
(a) Le groupe CH2(X) est un groupe de type fini.
(b) Le groupe H4e´t(X,Z(2)) est un groupe de type fini.
(c) Le groupe H3nr(X,Q/Z(2)) est fini.
Les e´nonce´s (a) et (c) re´sultent de l’e´nonce´ (b), cas particulier de [39, Cor.
3.10], et de la suite exacte (1.5).
Ainsi, en tenant compte du re´sultat de Milne 3.14 (vii), la combinaison des
conjectures 3.11 (conjecture de Tate sur les poˆles de la fonction zeˆta) et 3.12
(conjecture de Beilinson sur la coı¨ncidence de l’e´quivalence de Chow et de
l’e´quivalence nume´rique a` coefficients Q) implique que H3nr(X,Q/Z(2)) est
fini pour toute varie´te´ projective lisse sur un corps fini.
Le corollaire suivant permet parfois de montrer que H3nr(X,Q/Z(2)) est
fini sans savoir que X est dans BTate(F). Il re´sulte imme´diatement de la com-
binaison du the´ore`me 3.18, de la proposition 3.6 et de l’exemple 3.14 (vi).
Corollaire 3.19. — Soit X/F une varie´te´ projective lisse. On suppose qu’il
existe une F-varie´te´ projective lisse Y et une correspondance de Chow γ ∈
CHdimY (Y ×X)⊗Q telles que :
(i) Y ∈ BTate(F).
(ii) γ∗ : CH0(YΩ)⊗Q→ CH0(XΩ)⊗Q est surjectif.
Alors H3nr(X,Q/Z(2)) est fini. 
Par exemple, il suffit de trouver (Y, γ) avec dimY ≤ 3 et Y ∈ B(F).
3.7. Conjecture de Tate sur les diviseurs et sur les 1-cycles. — Soit X
une F-varie´te´ projective lisse de dimension d, et soit l un nombre premier.
Comme on le rappellera au §7.1, on s’inte´resse particulie`rement au conoyau
de l’application cycle
CHd−1(X)⊗ Zl → H
2d−2
e´t (X,Zl(d− 1)),
dont on se demande s’il est nul.
Supposons que la conjecture 3.9 soit vraie pour (X, 1, l). La proposition
3.15 b) (i) implique alors qu’elle est vraie pour (X, 1, l′) et (X, d− 1, l′) pour
tout nombre premier l′ ; de manie`re e´quivalente (conjecture 3.10), pour i = 1
et i = d− 1 le conoyau de (2.3) est fini.
Nous allons raffiner ce re´sultat. Pour cela, nous avons besoin de la condition
Si(X, l) de la proposition 3.15 a) 1 ; on y a vu (b) (ii)) qu’elle est vraie pour
tout tout l si X ∈ B(F).
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Lemme 3.20. — Soit i ∈ [0, d]. Il existe un entier N = N(X, i) > 0 ayant
la proprie´te´ suivante : pour l > N , si la condition Si(X, l) est vraie, alors
l’accouplement
H2ie´t (X,Zl(i))×H
2(d−i)
e´t (X,Zl(d− i))
→ H2de´t (X,Zl(d))→ H
2d
e´t (X,Zl(d)) ≃ Zl
est parfait (en particulier, ses deux termes sont sans torsion).
De´monstration. — On dispose de l’action du Frobenius ge´ome´trique F
sur chaque Zl-modules H i(X,Zl(j)) et sur le Ql-vectoriel correspondant
H i(X,Ql(j)).
D’apre`s Deligne [22], le polynoˆme caracte´ristique inverse det(1−Ft) pour
cette action est un polynoˆme a` coefficients dans Q[t] inde´pendant de l, et qui
pour i 6= 2j ne s’annule pas en t = 1.
D’apre`s Gabber [23], pour presque tout nombre premier l, les Zl-modules
H i(X,Zl(j)) sont sans torsion. Il en re´sulte que pour presque tout premier l,
pour i 6= 2j, H i(X,Zl(j)) est sans torsion et l’endomorphisme F − 1 est un
automorphisme de ce module, et donc H1(G,H i(X,Zl(j))) = 0.
De la suite spectrale de Hochschild-Serre, on de´duit pour tout i des suites
exactes courtes
0→ H1(G,H2i−1e´t (X,Zl(i))))→ H
2i
e´t (X,Zl(i))→ H
2i
e´t (X,Zl(i)))
G → 0.
On obtient donc que pour presque tout l, on a un isomorphisme de Zl-
modules sans torsion
H2ie´t (X,Zl(i))
∼
−→ H2ie´t (X,Zl(i)))
G.
Soit P (t) = det(1 − Ft) le polynoˆme caracte´ristique inverse de F sur
H2ie´t (X,Ql(i)), qui est comme on a dit dans Q[t] et inde´pendant de l. ´Ecrivons
P (t) = (t− 1)m.Q(t) dans Q[t], avec Q(1) 6= 0. On a une e´galite´ de Be´zout
(3.1) a(t)(t− 1) + b(t)Q(t) = 1 ∈ Q[t].
Sous l’hypothe`se Si(X, l), l’endomorphisme (F − 1).Q(F ) s’annule sur
Vl := H
2i
e´t (X,Ql(i)), et
Vl = V
F=1
l ⊕ V
Q(F )=0
l .
Notant Ml = H2ie´t (X,Zl(i)), utilisant le fait que (3.1) est a` coefficients l-
entiers pour presque tout l, on en conclut que pour presque tout l satisfaisant
Si(X, l), on a une de´composition
Ml = M
F=1
l ⊕M
Q(F )=0
l ,
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avec Ml sans torsion, et une e´galite´
a(F )(F − 1) + b(F )Q(F ) = 1 ∈ Zl[F ].
Ceci implique que pour presque tout premier l, si Si(X, l) est ve´rifie´, l’appli-
cation compose´e
MGl = M
F=1
l →Ml →Ml/(F − 1)Ml = (Ml)G
est un isomorphisme de Zl-modules sans torsion.
Il est connu que pour tout premier l diffe´rent de la caracte´ristique, l’accou-
plement de Poincare´
H2ie´t (X,Zl(i))×H
2(d−i)
e´t (X,Zl(d− i))→ Zl
est parfait modulo torsion. (Voir [82] pour une de´monstration re´cente.)
Ce qui pre´ce`de implique que pour presque tout nombre premier l satisfai-
sant S(X, i, l), l’accouplement induit
H2ie´t (X,Zl(i))G ×H
2(d−i)
e´t (X,Zl(d− i))
G → Zl
est une dualite´ parfaite de Zl-modules sans torsion, et qui s’identifie a` l’ac-
couplement
H2ie´t (X,Zl(i))×H
2(d−i)
e´t (X,Zl(d− i)))→ Zl
par les fle`ches e´videntes. Pour presque tout l satisfaisant S(X, i, l), l’accou-
plement
H2ie´t (X,Zl(i))×H
2(d−i)
e´t (X,Zl(d− i)))→ Zl
est donc parfait. 
Proposition 3.21. — Si la Conjecture 3.9 est vraie pour (X, 1) (pour un
nombre premier l0), alors l’application cycle
CHd−1(X)⊗ Zl → H
2d−2(X,Zl(d− 1))
a son conoyau fini, et nul pour presque tout l.
En particulier, cette conclusion vaut pour tout X ∈ B(F).
De´monstration. — La finitude du conoyau de l’application pour chaque pre-
mier l est un cas particulier de la proposition 3.15 b (i).
NotonsBi(X,Zl) l’image de l’application cycle (2.3) : comme l’e´quivalence
homologique sur les cycles implique l’e´quivalence nume´rique, on a une sur-
jection
ϕil : B
i(X,Zl) −→ A
i(X)⊗ Zl.
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D’apre`s la proposition 3.15, la conjecture 3.9 pour (X, 1, l0) implique la
conjecture 3.11 pour (X, 1) et (X, d− 1), donc a fortiori :
– La conjecture 3.10 est vraie pour (X, 1, l) et (X, d− 1, l) quel que soit l.
– La condition S1(X, l) est vraie quel que soit l.
– Le noyau de ϕd−1l est de torsion quel que soit l.
Si l > N(X, 1) ou` N(X, 1) est l’entier du lemme 3.20, ϕd−1l est bijectif
puisque H2d−2(X,Zl(d− 1)) est sans torsion.
Conside´rons l’accouplement de Z-modules libres de type fini
A1(X)×Ad−1(X)→ Z.
Par de´finition de l’e´quivalence nume´rique, il est non de´ge´ne´re´. Soit D son
discriminant : pour l > D, cet accouplement devient parfait apre`s tensori-
sation par Zl. Si l > sup(D,N(X, 1)), l’accouplement du lemme 3.20 est
e´galement parfait, et compatible avec l’accouplement d’intersection sur les
groupes de Chow.
Le conoyau de Bd−1(X,Zl) →֒ H2d−2(X,Zl(d − 1)) est un module de
torsion. Montrons qu’il est nul. Soit x ∈ H2d−2(X,Zl(d − 1)) tel que lx =
cl(y), pour y ∈ Bd−1(X,Zl). Pour tout y′ ∈ B1(X,Zl), le produit d’inter-
section 〈y, y′〉 est divisible par l. Par conse´quent, y est divisible par l dans
Ad−1(X)⊗ Zl, donc dans Bd−1(X,Zl). Ceci conclut la de´monstration.
La dernie`re affirmation re´sulte de la proposition 3.15 b) (ii). 
Corollaire 3.22. — Si X de dimension 3 ve´rifie la conjecture de Tate pour
les diviseurs, le groupe H3nr(X,Ql/Zl(2)) est divisible pour l >> 0.
De´monstration. — Cela re´sulte de la proposition 3.21 et du the´ore`me 2.2. 
Proposition 3.23. — Soit F un corps fini. Soit X une F-varie´te´ projective,
lisse, ge´ome´triquement inte`gre de dimension d. S’il existe une extension finie
L/F, un domaine universel Ω contenant L, une courbe Y projective et lisse
sur L et un L-morphisme Y → X ×F L qui induit une surjection des groupes
de Chow de ze´ro-cycles sur le corps Ω, alors pour tout l premier distinct de
la caracte´ristique, le groupe
Coker
(
CHd−1(X)⊗ Zl → H
2d−2
e´t (X,Zl(d− 1))
)
est fini, et il est nul pour presque tout l.
De´monstration. — Comme le groupe de Brauer d’une courbe projective et
lisse sur un corps fini est nul, un argument de correspondances entie`rement
analogue a` celui donne´ dans la proposition 3.2 montre que le groupe de Brauer
Br(X) est annule´ par un entier N > 0, donc est, a` la torsion p-primaire pre`s,
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fini. D’apre`s la remarque la remarque 3.16, la conjecture 3.9 vaut pour (X, 1).
On conclut alors avec la proposition 3.21. 
4. Divisibilite´, voire nullite´, de H3 non ramifie´ : exemples
4.1. Solides sur la cloˆture alge´brique d’un corps fini. —
Lemme 4.1. — Soient G un groupe profini et M un Zl-module de type fini
muni d’une action continue de G. Soit M (1) ⊂ M le Zl-module forme´ des
e´le´ments dont le stabilisateur est un sous-groupe ouvert de G. Le quotient
M/M (1) est sans torsion.
De´monstration. — a) Soit Mtors le sous-module de torsion de M , et soit
M¯ = M/Mtors.
Comme Mtors est fini, on a
lim−→
U⊂G
H0(U,Mtors) = Mtors, lim−→
U⊂G
H1(U,Mtors) = 0
ou` U de´crit les sous-groupes ouverts de G. On en de´duit une suite exacte
0→Mtors →M
(1) → M¯ (1) → 0.
Ainsi, M/M (1) ∼−→ M¯/M¯ (1) et on peut supposer M sans torsion.
b) Supposons M sans torsion. Comme M est un Zl-module noethe´rien, on
a M (1) = MU pour un sous-groupe ouvert U ⊂ G assez petit. Soit m ∈ M
tel que lm ∈ M (1), c’est-a`-dire (u − 1)(lm) = 0 pour tout u ∈ U . Alors
(u− 1)m = 0 pour tout u ∈ U , donc m ∈M (1). 
Proposition 4.2. — Soit V une varie´te´ projective, lisse, connexe de dimen-
sion 3 sur la cloˆture alge´brique F d’un corps fini F. Sous la conjecture de
Tate pour les classes de diviseurs sur les surfaces sur un corps fini, pour tout
nombre premier l diffe´rent de la caracte´ristique de F, le groupe
H3nr(V,Ql/Zl(2))
est un groupe divisible.
De´monstration. — Il existe un corps fini F et une F-varie´te´ projective, lisse,
ge´ome´triquement inte`gre X telle que V = X ×F F. Soit G = Gal(F/F).
D’apre`s un the´ore`me de Schoen ([70], voir aussi [18]), pour V de dimen-
sion d, la conjecture de Tate pour les diviseurs sur les surfaces implique que
l’image de la classe de cycle
CHd−1(V )⊗ Zl → H
2d−2
e´t (V,Zl(2))
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est pre´cise´ment le Zl-sous-module des e´le´ments dont le stabilisateur est ouvert
dans G. Il re´sulte alors du lemme 4.1 que le conoyau de l’application cycle
ci-dessus est sans torsion. Pour d = 3, le the´ore`me 2.2 implique alors que le
groupe H3nr(V,Ql/Zl(2)) est divisible. 
Remarque 4.3. — On notera que sur le corps des complexes on dispose de
varie´te´s V projectives et lisses de dimension 3 avec pour l premier convenable
H3nr(V,Ql/Zl(2)) non divisible, c’est-a`-dire ([20, Thm. 3.7] ou The´ore`me 2.2
ci-dessus) que la torsion du groupe
M = Coker
(
CH2(V )⊗ Zl → H
4
e´t(V,Zl(2))
)
est non nulle. De tels exemples, avec M fini, ont e´te´ donne´s par Kolla´r (voir
[20, §5.3]).
4.2. Solides sur un corps fini fibre´s en coniques. —
The´ore`me 4.4 (Parimala et Suresh [58]). — (2) Soit f : X → S un mor-
phisme surjectif de varie´te´s projectives lisses sur un corps fini F de caracte´-
ristique p diffe´rente de 2. Supposons que S soit une surface et que la fibre
ge´ne´rique de f soit une conique (lisse et ge´ome´triquement inte`gre sur F(S)).
Alors pour tout nombre premier l 6= p, on a
H3nr(X,Ql/Zl(2)) = 0.
Remarque 4.5. — Remarquons que H3nr(X,Q/Z(2)) est a priori annule´
par 2, en particulier fini d’apre`s le the´ore`me 2.2. En effet, soient K = F(S)
et F = F(X). Alors F = K(C) ou` C est une conique. Si c est un point de
degre´ 2 de C et K ′ = K(c), alors F ′ = K ′F est K ′-isomorphe a` K ′(t). Donc
H3nr(K
′/F,Q/Z(2))
∼
−→ H3nr(F
′/F,Q/Z(2))
(l’isomorphisme est classique hors de la p-torsion ; pour celle-ci, cf. [12, ex.
7.4 (3) et th. 8.6.1]), et le groupe de gauche est nul par la proposition 3.1. On
conclut par l’argument habituel de transfert.
Remarque 4.6. — Dans le the´ore`me 4.4, le cas d’une fibration lisse est
simple a` expliquer :
En gardant les notations ci-dessus, l’application naturelle
H3(K,Ql/Zl(2))→ H
3(F,Ql/Zl(2))
2. Ce re´sultat vient d’eˆtre e´tendu par A. Pirutka [60] aux fibrations en varie´te´s de Severi-
Brauer d’indice premier au-dessus d’une surface.
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induit une surjection (valable en ge´ne´ral pour le corps des fonctions d’une
conique [74])
H3(K,Ql/Zl(2))→ H
3
nr(F/K,Ql/Zl(2))→ 0.
Soit β ∈ H3(K,Ql/Zl(2)). Soient s ∈ S un point de codimension 1 et
x = f−1(s) ∈ X . Sous l’hypothe`se de lissite´ de f : X → S, x est un point de
codimension 1 et l’extension OS,s ⊂ OX,x est non ramifie´e ; d’ou`
∂x(f
∗β) = f ∗∂s(β) ∈ Br(K(x)).
Toujours sous l’hypothe`se de lissite´, la fibration en coniques est associe´e
a` une alge`bre d’Azumaya A sur S (de dimension 4). D’apre`s un the´ore`me
classique de Witt, on a
Ker (Br(F(s))→ Br(K(x))) = 〈As〉
ou` As de´signe la fibre de A en s. Mais As = 0 car elle provient d’un e´le´ment
du groupe de Brauer d’une courbe projective lisse sur un corps fini (a` savoir,
la normalisation de l’adhe´rence de x dans X).
Ainsi, si β devient non ramifie´e dans H3(F,Ql/Zl(2)), alors ∂s(β) =
0 pour tout s ∈ S(1). Finalement le morphisme H3nr(K/F,Ql/Zl(2))) →
H3nr(F/F,Ql/Zl(2))) est surjectif, et on conclut par la proposition 3.1.
5. Questions et conjectures
Soient F un corps fini, p = car(F) et F une cloˆture alge´brique. Soit l pre-
mier, l 6= p. En grande dimension, une adaptation des exemples d’Atiyah-
Hirzebruch (voir [18]) donne des exemples de V/F projectives et lisses et de
classes dans H4e´t(V,Zl(2))tors qui ne sont pas dans l’image de l’application
cycle
CH2(V )⊗ Zl → H
4
e´t(V,Zl(2)).
On en de´duit imme´diatement des exemples de varie´te´s X/F projectives et
lisses et de classes dans H4e´t(X,Zl(2))tors qui ne sont pas dans l’image de
l’application cycle
CH2(X)⊗ Zl → H
4
e´t(X,Zl(2)).
En utilisant le the´ore`me 2.2, ceci donne des exemples de V/F pour les-
quelles le groupe H3nr(V,Ql/Zl(2)) est non divisible, et donc non nul, et des
exemples de X/F avec H3nr(X,Ql/Zl(2)) non divisible, et donc non nul.
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A. Pirutka [59] a par ailleurs donne´ des exemples de varie´te´s X/F projec-
tives et lisses ge´ome´triquement rationnelles de dimension 5 avec
H3nr(X,Ql/Zl(2)) = 0
et H3nr(X,Ql/Zl(2)) fini non nul.
Ces exemples et le paragraphe 4 laissent les conjectures et questions
suivantes ouvertes. La premie`re conjecture re´sulte de la combinaison de la
conjecture 3.11 de Tate sur les poˆles de la fonction zeˆta et de la conjecture
3.12 de Beilinson, nous la re´pe´tons pour me´moire (cf. §3.6) :
Conjecture 5.1. — Le groupe H3nr(X,Q/Z(2)) est fini pour toute X/F pro-
jective et lisse.
Question 5.2. — Existe-t-il V/F projective et lisse, avec H3nr(V,Ql/Zl(2))
infini ?
Voir [42, prop. 5.5] pour une liste de conditions e´quivalentes a` la finitude
de ce groupe et [42, th. 5.6] pour un exemple non trivial ou` cette finitude est
e´tablie.
Question 5.3. — Pour V/F projective et lisse, de dimension 3, a-t-on
H3nr(V,Ql/Zl(2)) = 0 ?
Ceci serait bien suˆr le cas si l’on avait une re´ponse affirmative a` la question
suivante.
Question 5.4. — Pour une varie´te´ X/F projective et lisse de dimension 3,
a-t-on H3nr(X,Ql/Zl(2)) = 0 ?
Remarque 5.5. — Soit X/F projective, lisse, ge´ome´triquement connexe
de dimension d. On peut s’inte´resser plus ge´ne´ralement aux groupes
H i+1nr (X,Q/Z(i)), i ≥ 0.
Le quotient H1nr(X,Q/Z)/H1(F,Q/Z) est fini (Weil). La conjecture 3.9
pour i = 1 est e´quivalente a` la finitude de H2nr(X,Q/Z(1)) = Br(X) (Tate,
cf. [79]).
Pour i = 0, 1, on a de nombreux exemples de varie´te´s de dimension d =
i + 1 pour lequelles les groupes ci-dessus sont non nuls. Il semble difficile
de construire un tel exemple avec i = 2 et d = 3 : c’est la question 5.4.
Elle est lie´e a` des proble`mes de´licats sur le groupe de Griffiths des cycles de
codimension 2 (cf. [42, §5]).
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Remarque 5.6. — C’est un the´ore`me de Merkurjev et Suslin que l’on a un
isomorphisme naturel
H3nr(X, µ
⊗2
l ) = H
3
nr(X,Ql/Zl(2))[l].
Compte tenu de la suite exacte rappele´e au de´but du §3.2, on voit que la nullite´
de H3nr(X,Ql/Zl(2)) pour X comme dans la question 5.4 est un e´nonce´ tre`s
fort, car e´quivalent a` la conjonction de :
(a) L’application cycle CH2(X)/l→ H4e´t(X, µ⊗2l ) est injective.
(b) La restriction H3e´t(X, µ⊗2l )→ H3e´t(F(X), µ⊗2l ) est d’image nulle.
On dit qu’une varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre de dimension d est ge´ome´-
triquement unire´gle´e si apre`s extension finie du corps de base elle est ration-
nellement domine´e par le produit de la droite projective et d’une varie´te´ de
dimension d− 1. Pour une varie´te´ complexe X de dimension 3 unire´gle´e, on
peut graˆce a` un the´ore`me de C. Voisin montrer H3nr(X,Q/Z(2)) = 0 [20,
Thm. 1.2]. Une varie´te´ de dimension 3 fibre´e en coniques sur une surface est
unire´gle´e. Si l’on tient compte du the´ore`me 4.4 (Parimala et Suresh) pour de
telles varie´te´s de´finies sur un corps fini, on est amene´ a` proposer la conjecture
suivante.
Conjecture 5.7. — Pour X une F-varie´te´ projective, lisse, de dimension 3,
ge´ome´triquement unire´gle´e, le groupe fini (remarque 3.3) H3nr(X,Ql/Zl(2))
est nul.
Le cas particulier ou` X est ge´ome´triquement rationnelle est de´ja` ouvert. En
voici un autre, qui motive en grande partie le pre´sent article (voir le §7 et le
§8).
Conjecture 5.8. — Soit f : X → C un morphisme (surjectif a` fibre
ge´ne´rique lisse et ge´ome´triquement inte`gre) de varie´te´s projectives, lisses,
ge´ome´triquement inte`gres sur un corps fini F. On suppose que C est une
courbe et que la fibre ge´ne´rique de f une surface ge´ome´triquement ration-
nelle. Alors H3nr(X,Ql/Zl(2)) = 0.
6. Descente galoisienne
6.1. Descente galoisienne sur un corps quelconque. — L’e´nonce´ suivant
corrige et amplifie la suite “exacte” (6) de [37, p. 397]. Il est utilise´ pour
e´tablir la proposition 6.2.
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Proposition 6.1. — Soit F un corps d’exposant caracte´ristique p, et soit
A une F -alge`bre re´gulie`re semi-locale essentiellement de type fini sur F ,
d’origine ge´ome´trique et ge´ome´triquement inte`gre. Notons Fs une cloˆture
se´parable de F et As = A⊗F Fs (qui, par hypothe`se, est inte`gre). Alors on a
un complexe de groupes de cohomologie e´tale
H3(F,Q/Z(2))→ Ker
(
H3(A,Q/Z(2))→ H3(As,Q/Z(2))
)
→ H2(F,K2(As)/K2(Fs)))→ H
4(F,Q/Z(2))→ H4(A,Q/Z(2))
qui est exact, sauf peut-eˆtre au terme H4(F,Q/Z(2)) ou` son homologie est
l’homologie d’un complexe
H3(A,Q/Z(2))→ H3(As,Q/Z(2))
G → H3(F,K2(As)/K2(Fs))
ou` G = Gal(Fs/F ).
Dans cet e´nonce´, Q/Z(2) =
⊕
lQl/Zl(2) ou`, pour l 6= p, Ql/Zl(2) est un
groupe de racines de l’unite´ tordues, tandis que pour l = p c’est le faisceau
de´cale´ ν∞(2)[−2], cf. §1.
De´monstration. — On va suivre la technique de [37], en remplac¸ant les com-
plexesΓ(X, 2) de Lichtenbaum par les complexesZX(2) de Bloch, conside´re´s
pour la topologie e´tale. Cette ope´ration est a priori un peu de´sagre´able, car
ces complexes ne sont cohomologiquement borne´s infe´rieurement que conjec-
turalement (conjecture de Beilinson-Soule´), et on travaille avec un corps de
dimension cohomologique e´ventuellement infinie. Que ce proble`me soit in-
nocent est explique´ dans [42, §2.3].
Soit f : Spec A → Spec F le morphisme structural et soit Z(A/F, 2) “la”
fibre homotopique de Z(2)F → Rf∗Z(2)A, prise dans la cate´gorie de´rive´e des
complexes de G-modules. On a une suite spectrale de Hochschild-Serre
Ep,q2 = H
p(G,Hq(Z(A/F, 2)))⇒ Hp+q(F,Z(A/F, 2))
Comme Z(A/F, 2) est un complexe a priori non borne´, cette suite spectrale
s’obtient en remplac¸ant ce complexe de faisceaux par un complexe quasi-
isomorphe K-injectif au sens de Spaltenstein, cf. [72, Th. 4.5 et Rem. 4.6].
Elle converge par l’argument rappele´ dans [42, §2.3], ou par une variante plus
concre`te de cet argument donne´e ci-dessous.
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Conside´rons le diagramme commutatif de triangles exacts
Z(A/F, 2) −−−→ ZF (2) −−−→ Rf∗ZA(2)
+1
−−−→y
y
y
Q(A/F, 2) −−−→ QF (2) −−−→ Rf∗QA(2)
+1
−−−→y
y
y
Q/Z(A/F, 2) −−−→ (Q/Z)F (2) −−−→ Rf∗(Q/Z)A(2)
+1
−−−→
+1
y +1
y +1
y
La dernie`re ligne et la valeur de (Q/Z)F (2), (Q/Z)A(2) (1.3) montrent que
Hq(Q/Z(A/F, 2)) = 0 pour q ≤ 1. On de´duit alors de la colonne de gauche
que Hq(Z(A/F, 2)) est uniquement divisible pour q ≤ 2, ce qui donne la
premie`re ligne de
Hq(Z(A/F, 2)) =


uniquement divisible pour q ≤ 2
K2(As)/K2(Fs) pour q = 3
0 pour q = 4
H3(As,Q/Z(2))) pour q = 5
cf. [37, Lemma 3.1]. La diffe´rence avec le calcul de [37] est le cas q ≤ 1, ou`
l’on trouve 0 (ici ce n’est qu’une conjecture). Le reste du calcul se fait avec
les meˆmes raisonnements que dans loc. cit.
En particulier on aEp,q2 = 0 pour p > 0, q ≤ 2, ce qui assure la convergence
de la suite spectrale.
Comme dans [36], (1.3) donne aussi une suite exacte
(6.1) 0→ H4(F,Z(A/F, 2))→ H3(F,Q/Z(2))→ H3(A,Q/Z(2))
→ H5(F,Z(A/F, 2))→ H4(F,Q/Z(2))→ H4(A,Q/Z(2))→ . . .
Donc Ep,q2 = 0 pour q ≤ 1 et q = 2, p 6= 0, d’ou` un isomorphisme
(6.2) H1(G,K2(As)/K2(Fs)) ∼−→ H4(F,Z(V/F, 2)) ∼−→ Kerη
ou` η est l’homomorphisme H3(F,Q/Z(2)) → H3(A,Q/Z(2)) (on a utilise´
(6.1)), et une suite exacte
(6.3) 0→ H2(G,K2(As)/K2(Fs))→ H5(F,Z(A/F, 2))
→ H5(Fs,Z(As/Fs, 2))
G → H3(G,K2(As)/K2(Fs)).
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Disposons (6.3) et une partie de (6.1) en croix : pour faire tenir le dia-
gramme dans la page, on note M = K2(As)/K2(Fs), C = Z(A/F, 2) et
Q/Z(2) = 2.
H3(F, 2)

H3(A, 2)

0 // H2(G,M) // H5(F,C) //

H3(As, 2)
G // H3(G,M)
H4(F, 2)

H4(A, 2)
Un argument simple [54, Lemma of the 700th, p. 142] montre alors que
l’homologie du complexe
0→ H2(G,M)→ H4(F, 2)→ H4(A, 2)
en H2(G,M) (resp. en H4(F, 2)) est isomorphe a` l’homologie du complexe
H3(F, 2)→ H3(A, 2)→ H3(As, 2)
G → H3(G,M)
en H3(A, 2) (resp. en H3(As, 2)G). La conclusion en suit. 
Soit V une varie´te´ lisse ge´ome´triquement inte`gre sur F . Soit V (1) l’en-
semble des points de codimension 1 de V . Pour tout x ∈ V (1) le symbole
mode´re´ de´finit une suite exacte de modules galoisiens
0→ K2(OVs,x)→ K2(Fs(V ))→ Fs(x)
× → 0,
d’ou` une suite exacte de groupes de cohomologie
(6.4) H2(G,K2(OVs,x)/K2(Fs))→ H2(G,K2(Fs(V ))/K2(Fs))
→ H2(G, Fs(x)
×).
Sur un corps de caracte´ristique ze´ro et de dimension cohomologique 1,
l’e´nonce´ suivant est e´tabli dans [20, Prop. 8.4]. Il sert ici, sur un corps global,
a` de´montrer la proposition 8.5.
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Proposition 6.2. — Soit V une varie´te´ lisse ge´ome´triquement inte`gre sur un
corps F . Notons
ε : H3nr(V,Q/Z(2))→ H
3
nr(V ×F Fs,Q/Z(2))
et
N (V ) = Ker
(
H2(G,K2(Fs(V ))/K2(Fs))→ H
2(G,
⊕
x∈V (1)
Fs(x)
×)
)
.
Les suites exactes de la proposition 6.1 se globalisent en une suite exacte
H3(F,Q/Z(2))→ Ker(ε)→ N (V )→ H4(F,Q/Z(2)).
De´monstration. — Il suffit de mettre en regard les suites exactes de la pro-
position 6.1 relatives a` F (V ) et aux OV,x, puis de tenir compte de (6.4). 
The´ore`me 6.3. — Soit F un corps parfait de dimension cohomologique≤ 1.
Soient F¯ une cloˆture alge´brique de F et G = Gal(F¯ /F ). Soit V une F -
varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Notons V = V ×F F¯ . On
a alors une suite exacte
0→ Ker
(
CH2(V )→ CH2(V )G
)
→ H1(G,H3e´t(V ,Z(2)))
→ Ker
(
H3nr(V,Q/Z(2))→ H
3
nr(V ,Q/Z(2))
)
→ Coker
(
CH2(V )→ CH2(V )G
)
→ 0.
De´monstration. — Conside´rons le diagramme commutatif
0→ CH2(V ) −−−→ H4e´t(V,Z(2)) −−−→ H
0(V,H3(Q/Z(2))) →0y
y
y
0→CH2(V )G −−−→ H4e´t(V ,Z(2))
G −−−→ H0(V ,H3(Q/Z(2)))G
ou` les lignes exactes proviennent de (1.5). Dans la suite spectrale de
Hochschild-Serre (a` laquelle on peut penser comme suite spectrale d’hy-
percohomologie du complexe de G-modules Z(2)V )
Ep,q2 = H
p(G,Hqe´t(V ,Z(2)))⇒ H
p+q
e´t (V,Z(2))
on a Ep,q2 = 0 pour p > 2 puisque, par hypothe`se, cd(G) ≤ 1. D’apre`s [14,
Thm. 1.8 et Thm. 2.2] et [28] (voir aussi [42, Prop. 4.17 et Rem. 4.18 ]), sur
le corps alge´briquement clos F , les groupes H0(V ,K2) ≃ H2e´t(V ,Z(2)) et
H1(V ,K2) ≃ H3e´t(V ,Z(2)) sont chacun extension d’un groupe de torsion
d’exposant fini par un groupe divisible. Il en re´sulte E2,q2 = 0 pour q = 2, 3.
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Ainsi la fle`che verticale centrale dans ce diagramme est surjective de noyau
H1(G,H3e´t(V ,Z(2))), et le the´ore`me 6.3 re´sulte du lemme du serpent. 
Remarque 6.4. — Cet argument donne de plus une suite exacte
H3nr(V,Q/Z(2))→ H
3
nr(V ,Q/Z(2))
G
→ H1(F,CH2(V ))→ H1(F,H4e´t(V ,Z(2))).
Remarque 6.5. — En caracte´ristique ze´ro, la proposition 6.2 (pour cd(k) ≤
1) et le the´ore`me 6.3 sont e´tablis dans [20, prop. 8.4 et thm. 8.5] ; la premie`re
est utilise´e pour de´montrer le second. On aurait pu suivre la meˆme me´thode
ici, mais on n’euˆt obtenu le re´sultat qu’a` la p-torsion pre`s.
6.2. Descente galoisienne sur un corps fini. — Pour tirer du the´ore`me
6.3 des conse´quences pratiques, il faut controˆler le module galoisien
H3e´t(V ,Z(2)) ≃ H
1(V ,K2). Le the´ore`me suivant regroupe des re´sultats
de Raskind et du premier auteur [14, Thm. 2.2] pour l 6= p et de Gros et Suwa
[28, §3] pour l = p.
Pour V projective et lisse sur un corps F d’exposant caracte´ristique p, les
groupes H i(V ,Zl(j)) et H i(V ,Ql/Zl(j)) ci-dessous utilise´s sont pour l 6= p
les groupes de cohomologie e´tale H ie´t(V ,Zl(j)) et H ie´t(V ,Ql/Zl(j)). Pour
l = p, ce sont ceux de´finis par Gros et Suwa dans [28].
Rappelons que le groupe
⊕
lH
3(V ,Zl(2)){l} est fini. Pour la partie
premie`re a` p, c’est duˆ a` Gabber [23]. Pour la partie p-primaire, c’est duˆ a`
Illusie et Raynaud [34, p. 194]).
The´ore`me 6.6 ([14, 28]). — Soient F un corps parfait d’exposant caracte´-
ristique p, F¯ une cloˆture alge´brique de F et G = Gal(F¯ /F ). Soit V une F -
varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Soit M = M(V ) le module
galoisien fini⊕lH3(V ,Zl(2)){l}.
(a) Il existe une suite exacte naturelle
0→ D → H3e´t(V ,Z(2))→M → 0,
ou` le groupe D est divisible.
(b) Pour tout premier l, il existe un isomorphisme naturel
H2(V ,Ql/Zl(2))
∼
−→ H3e´t(V ,Z(2)){l}.
(c) Pour tout premier l, il existe un isomorphisme naturel de groupes divi-
sibles
H2(V ,Ql/Zl(2))div
∼
−→ D{l}
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On a la proposition (cf. [28, Prop. 4.1]) :
Proposition 6.7. — Soit F un corps fini. Soit V une F-varie´te´ projective,
lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Soit M le module galoisien fini
⊕
l
H3(V ,Zl(2)){l}.
On a un isomorphisme de groupes finis :
H1(G,H3e´t(V ,Z(2)))
∼
−→ H1(G,M).
De´monstration. — De la suite exacte du the´ore`me 6.6 (a) on tire la suite
exacte
H1(G,D)→ H1(G,H3e´t(V ,Z(2)))→ H
1(G,M)→ H2(G,D),
ou` D est un groupe divisible. Ceci implique de´ja` H2(G,D) = 0 et que la
fle`che H1(G,Dtors)→ H1(G,D) est surjective. D’apre`s le the´ore`me 6.6 (c),
on a un isomorphisme de modules galoisiens
⊕
l
H2(V ,Ql/Zl(2))div
∼
−→ Dtors.
Pour tout l, on a un isomorphisme
H2(V ,Zl(2))⊗Q/Z
∼
−→ H2(V ,Ql/Zl(2))div
(cf. [17, p. 781]), d’ou`
H1(G,H2(V ,Zl(2)))⊗Q/Z ≃ H
1(G,H2(V ,Zl(2))⊗Q/Z)
∼
−→ H1(G,H2(V ,Ql/Zl(2))div).
On a H1(G,H2(V ,Ql/Zl(2))div) = 0 pour tout premier l. En effet, ce
groupe est un groupe de coinvariants d’un groupe divisible, donc est divisible.
Pour l 6= p, sa finitude, et donc sa nullite´, re´sulte du fait que le groupe de
coinvariants H2e´t(V ,Zl(2))G est fini (Deligne, voir [17, §2.1]).
Par de´finition H2(V ,Qp/Zp(2)) = H0(V , ν∞(2)). La finitude du groupe
des coinvariants de ce dernier groupe sous l’action de G est e´tablie, suivant
O. Gabber, dans [17, §2.2, Formule (34)]. 
La combinaison de ce re´sultat avec le the´ore`me 6.3 donne :
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The´ore`me 6.8. — Soit F un corps fini. Soit F une cloˆture alge´brique de
F, et soit G le groupe de Galois de F sur F. Soit V une F-varie´te´ pro-
jective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Soit M le module galoisien fini⊕
lH
3(V ,Zl(2)){l}. On a alors une suite exacte
0→ Ker
(
CH2(V )→ CH2(V )
)
→ H1(G,M)
→ Ker
(
H3nr(V,Q/Z(2))→ H
3
nr(V ,Q/Z(2))
)
→ Coker
(
CH2(V )→ CH2(V )G
)
→ 0.
Si l’on remplace le corps F par un corps de fonctions d’une variable sur le
corps des complexes, on a un e´nonce´ analogue [20, The´ore`me 8.7], mais il
faut alors supposer que le groupe de cohomologie cohe´rente H2(V,OV ) est
nul.
Corollaire 6.9. — Soit F un corps fini de caracte´ristique p. Soit F une cloˆture
alge´brique de F, et G = Gal(F/F). Soit V une F-varie´te´ projective et lisse,
ge´ome´triquement inte`gre.
(a) Si⊕lH3(V ,Zl(2)){l} = 0, on a une suite exacte
0→ CH2(V )→ CH2(V )G → H3nr(V,Q/Z(2))→ H
3
nr(V ,Q/Z(2))
G
→ H1(F, CH2(V ))→ H1(F,H4e´t(V ,Γ(2))).
(b) Si V est une varie´te´ ge´ome´triquement rationnelle, on a une suite exacte
0→ CH2(V )[1/p]→ CH2(V )G[1/p]→ H3nr(V,Q/Z(2))[1/p]→ 0
ou` pour tout groupe abe´lien A on note A[1/p] := A⊗Z Z[1/p] .
De´monstration. — L’e´nonce´ (a) est une conse´quence imme´diate du the´o-
re`me 6.8 et de la remarque 6.4. Soit l premier, l 6= p. Si V est rationnelle,
les invariants birationnels H3nr(V ,Ql/Zl(2)) et Br(V ){l} sont nuls. Comme
montre´ par Grothendieck [31, (8.9)], il re´sulte de la suite de Kummer que le
quotient de Br(V ){l} par son sous-groupe divisible maximal est le groupe
fini H3e´t(V ,Zl(1)){l}. Pour V rationnelle, on a donc H3e´t(V ,Zl(1)){l} = 0 et
donc H3e´t(V ,Zl(2)){l} = 0. L’e´nonce´ b) re´sulte alors du the´ore`me 6.8. 
Remarque 6.10. — La question de la surjectivite´ de la fle`che CH2(V ) →
CH2(V )G sur un corps de base fini avait e´te´ pose´e par T. Geisser. A. Pi-
rutka [59] vient d’exhiber des exemples de varie´te´s projectives et lisses sur un
corps fini, ge´ome´triquement rationnelles, de dimension 5, pour lesquelles les
groupes H3nr(V,Q/Z(2)) et Coker
(
CH2(V )→ CH2(V )G
)
sont non nuls.
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Le corollaire 6.9 (b) montre directement que, pour les varie´te´s ge´ome´trique-
ment rationnelles, ces deux groupes sont isomorphes a` la p-torsion pre`s.
Soit V/F une surface projective et lisse, ge´ome´triquement inte`gre.
Comme rappele´ dans la proposition 3.1, on a H3nr(V ,Q/Z(2)) = 0 et
H3nr(V,Q/Z(2)) = 0. Le the´ore`me 6.8 donne donc une suite exacte
0→ H1(G,M)→ CH2(V )→ CH2(V )G → 0.
Comme une telle surface posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1, cela donne aussi
une suite exacte
0→ H1(G,M)→ A0(V )→ A0(V )
G → 0,
ou` A0(V ) ⊂ CH0(V ) est le groupe des ze´ro-cycles de degre´ ze´ro modulo
e´quivalence rationnelle.
Le the´ore`me de Roıˇtman donne un isomorphisme
A0(V )
∼
−→ AlbX(F)
entre le groupe de Chow des ze´ro-cycles de degre´ ze´ro modulo l’e´quivalence
rationnelle et le groupe des points ge´ome´triques de la varie´te´ d’Albanese. Par
ailleurs on ve´rifie que le module galoisienM est isomorphe au dual de Cartier
D de la torsion du groupe de Ne´ron-Severi NS de V . On obtient alors une
suite exacte
0→ H1(F, D))→ A0(V )→ AlbX(F)→ 0.
On retrouve ainsi, dans le cas des surfaces, un the´ore`me de K. Kato et
S. Saito ([46, Prop. 9.1], voir aussi [15]).
7. Ze´ro-cycles sur les corps globaux de caracte´ristique positive
7.1. Conjectures sur les ze´ro-cycles : rappels. — Soit F un corps fini, C/F
une courbe projective, lisse, ge´ome´triquement connexe, de corps des fonc-
tions K = F(C). Pour v point ferme´ de C, notons Kv le comple´te´ de K en v,
c’est-a`-dire le corps des fractions de l’anneau local comple´te´ OˆC,v.
Soit X/F une varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe de di-
mension d + 1, e´quipe´e d’un morphisme dominant p : X → C de fibre
ge´ne´rique V/K lisse et ge´ome´triquement inte`gre. Soit l premier diffe´rent de
la caracte´ristique de F. Notons Vv = V ×K Kv.
Comme explique´ dans [9, §1 et §2], on a un diagramme commutatif de
complexes :
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H2de´t (V, µ
⊗d
ln ) −−−→
∏∐
v∈C(1)
H2de´t (Vv, µ
⊗d
ln ) −−−→ Hom(H
2
e´t(V, µln),Ql/Zl)
xcl
xcl
x
CH0(V ) −−−→
∏
v∈C(1)
CH0(Vv) −−−→ Hom(Br(V )[ln],Ql/Zl).
Dans ce diagramme, le terme me´dian du complexe supe´rieur est un produit
direct restreint : on ne prend que les familles {ξv} telles que pour presque tout
v, ξv est dans l’image de H2de´t (X ×C Spec(OˆC,v), µ⊗dln ). C’est une suite exacte
(S. Saito [64]). Les fle`ches cl sont les applications cycle en cohomologie e´tale.
La fle`che
∏
v∈C(1) CH0(Vv) → Hom(Br(V )[l
n],Ql/Zl) est induite par les
accouplement naturels
CH0(Vv)× Br(Vv)→ Br(Kv)
∼
−→ Q/Z
qui a un ze´ro-cycle zv et un e´le´ment A ∈ Br(Vv) associe invv(A(zv)) ∈ Q/Z.
`A la suite de divers travaux ([16], [45], [65]), le premier auteur a formule´
la conjecture suivante [9, Conjecture 2.2].
Conjecture 7.1. — Pour chaque v ∈ C(1), soit zv ∈ CH0(Vv). Supposons
que pour tout e´le´ment A ∈ Br(V ){l}, on ait
∑
v invv(A(zv)) = 0. Alors pour
tout n > 0 il existe zn ∈ CH0(V ) tel que pour tout v on ait cl(zn) = cl(zv) ∈
H2de´t (Vv, µ
⊗d
ln ).
Elle a comme cas particulier l’e´nonce´ suivant (voir [65, Statement (M∗l ),
p. 400]) :
Conjecture 7.2. — S’il existe une famille {zv}v∈C(1) , de ze´ro-cycles locaux
de degre´s premiers a` l telle que pour tout e´le´ment A ∈ Br(V ){l} on ait∑
v invv(A(zv)) = 0 alors il existe un ze´ro-cycle de degre´ premier a` l sur V .
Pour plus de de´tail sur ces conjectures, que l’on peut formuler plus ge´ne´ra-
lement pour toute varie´te´ projective et lisse sur un corps global K, en particu-
lier sur un corps de nombres, on consultera l’introduction de [81].
Le the´ore`me suivant [9, Prop. 3.2] e´tend un the´ore`me de Shuji Saito [65,
Cor. (8-6)].
The´ore`me 7.3 ([9]). — Soit F un corps fini,C/F une courbe projective, lisse,
ge´ome´triquement connexe, de corps des fonctions K = F(C). Soit X/F une
varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe de dimension d, e´quipe´e
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d’un morphisme dominant p : X → C de fibre ge´ne´rique V/K lisse et
ge´ome´triquement inte`gre. Soit l premier diffe´rent de la caracte´ristique de F.
Si l’application cycle
CHd−1(X)⊗ Zl → H
2d−2
e´t (X,Zl(d− 1))
est surjective, les conjectures 7.1 et 7.2 valent pour V .
On ne connaıˆt pas de contre-exemple a` l’hypothe`se de surjectivite´ dans le
the´ore`me 7.3. Sur la cloˆture alge´brique d’un corps fini, voir la de´monstration
de la proposition 4.2.
Sur un corps fini, du the´ore`me de Lefschetz faible on de´duit aise´ment que
la surjectivite´ de
CH2(X)⊗ Zl → H
4
e´t(X,Zl(d− 1))
pour toute varie´te´ projective et lisse X de dimension 3 impliquerait la surjec-
tivite´ de
CHd−1(X)⊗ Zl → H
2d−2
e´t (X,Zl(d− 1))
pour toute varie´te´ projective et lisse X de dimension d > 3.
7.2. Le cas des solides fibre´s en coniques. — Commenc¸ons par un e´nonce´
ge´ne´ral sur les solides.
The´ore`me 7.4. — Soit F un corps fini,C/F une courbe projective, lisse, ge´o-
me´triquement connexe, de corps des fonctions K = F(C). Soit X/F une
varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe de dimension 3, e´quipe´e
d’un morphisme dominant p : X → C de fibre ge´ne´rique une surface V/K
lisse et ge´ome´triquement inte`gre. Soit l premier diffe´rent de la caracte´ristique
de F.
On suppose que :
(i) La conjecture de Tate [79] vaut pour les diviseurs sur X , c’est-a`-dire
que l’application cycle
CH1(X)⊗Ql → H
2
e´t(X,Ql(1))
est surjective.
(ii) Le groupe H3nr(X,Ql/Zl(2)) est divisible.
Alors les conjectures 7.1 et 7.2 valent pour V .
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De´monstration. — D’apre`s la proposition 3.21, comme la varie´te´ X est de
dimension 3, l’application cycle
CH2(X)⊗ Zl → H
4
e´t(X,Zl(2))
a son conoyau fini. D’apre`s le the´ore`me 2.2, la torsion de ce conoyau, donc
le conoyau lui-meˆme, est le quotient de de H3nr(X,Ql/Zl(2)) par son sous-
groupe divisible maximal, et par l’hypothe`se (ii) ce quotient est nul. L’applica-
tion cycle ci-dessus est donc surjective, et on peut alors appliquer le the´ore`me
7.3. 
Le lemme suivant rassemble des re´sultats bien connus.
Lemme 7.5. — (i) Soit K un corps et C une K-conique lisse. L’application
naturelle Br(K)→ Br(C) est surjective, et son noyau est d’ordre au plus 2.
(ii) Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des fractions K et de
corps re´siduel κ de caracte´ristique diffe´rente de 2.Toute conique lisse C/K
admet un mode`le re´gulier Y ⊂ P2A donne´ par une e´quation homoge`ne x2 −
ay2− bt2 = 0 avec a ∈ A× et b de valuation 0 ou 1. La fibre spe´ciale de Y/A
est soit
(ii.a) une κ-courbe propre, lisse, ge´ome´triquement connexe de genre ze´ro
ou
(ii.b) une κ-courbe inte`gre qui sur une extension au plus quadratique λ/κ
est la re´union disjointe de deux droites se coupant transversalement en un
κ-point.
(iii) Soit α ∈ Br(K){l} avec l ∈ A×. Supposons que l’image de α dans
Br(C) appartient a` Br(Y ) ⊂ Br(C). Alors le re´sidu ∂A(α) ∈ H1(κ,Ql/Zl)
est nul dans le cas (ii.a), et appartient a` H1(λ/κ,Z/2) →֒ Z/2 dans le cas
(ii.b). Il est en particulier nul si l 6= 2.
Proposition 7.6. — Soient F un corps fini de caracte´ristique p diffe´rente de
2, et S,X des varie´te´s projectives, lisses, ge´ome´triquement connexes sur F,
X → S un morphisme dominant de fibre ge´ne´rique Xη une conique lisse sur
le corps F(S). Si la conjecture de Tate pour les diviseurs et le nombre premier
l 6= p vaut pour S, alors elle vaut pour X .
De´monstration. — Soit α ∈ Br(X){l}. Soit l un nombre premier impair.
Sa restriction a` Br(Xη) est l’image d’un e´le´ment β ∈ Br(F(S)). Soit x un
point de codimension 1 sur S, et soit A = OS,x l’anneau de valuation discre`te
de´fini par son anneau local. Soit Y/A un mode`le de Xη/F(S) comme dans
le lemme 7.5 (ii). Les A-sche´mas re´guliers propres Y/A et X ×S Spec (A)
ont des fibres ge´ne´riques isomorphes. Par la purete´ du groupe de Brauer sur
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les sche´mas re´guliers de dimension 2 [30, Prop. 2.3], ceci implique que α ∈
Br(Xη) appartient a` Br(Y ). Il re´sulte alors du lemme 7.5 (iii) que ∂A(α) est
nul si on est dans le cas (ii.a) et ne peut prendre que l’une de deux valeurs
si on est dans le cas (ii.b). Partant d’une e´quation x2 − ay2 − bt2 = 0 pour
Xη sur le corps F(S), on voit qu’il n’y a qu’un ensemble T fini de points
de codimension 1 de S ou` l’on ne peut pas prendre un mode`le du type (ii.a).
D’apre`s [31, The´ore`me (6.1)], on a la suite exacte
0→ Br(S){l} → Br(F(S){l} →
⊕
x∈X(1)
H1(F(S),Ql/Zl).
La conjecture de Tate pour la surface S dit que le groupe Br(S){l} est fini.
Le sous-groupe des e´le´ments de Br(F(S){l} dont les re´sidus hors de T sont
nuls et dont les re´sidus aux points de T appartiennent au groupe fini
H1(λ/κ,Z/2) →֒ Z/2
est donc fini. Ceci implique que Br(X){l} est fini, et donc la conjecture de
Tate vaut pour les diviseurs sur X et le nombre premier l. 
Remarque 7.7. — L’argument de´veloppe´ dans la proposition pre´ce´dente a
une porte´e plus ge´ne´rale. Soient F un corps fini de caracte´ristique p diffe´rente
de 2, et S,X des varie´te´s projectives, lisses, ge´ome´triquement connexes sur
F, puis X → S un morphisme dominant de fibre ge´ne´rique V = Xη/F(S)
lisse et ge´ome´triquement inte`gre. Supposons que pour un premier l 6= p l’ap-
plication Br(F(S)){l} → Br(V ){l} est surjective (c’est le cas par exemple si
V est une intersection comple`te lisse de dimension au moins 3 dans un espace
projectif). Supposons le groupe Br(S){l} fini. En utilisant [79, Prop. (4.3)], le
the´ore`me de purete´ pour le groupe de Brauer, et le comportement des re´sidus
d’un e´le´ment de Br(F(S)){l} sur S par passage a` X , on montre que le groupe
Br(X) est fini.
The´ore`me 7.8. — Soient F un corps fini de caracte´ristique p diffe´rente de 2,
et C, S,X des varie´te´s projectives, lisses, ge´ome´triquement connexes sur F,
de dimensions respectives 1, 2, 3, e´quipe´es de morphismes dominants X →
S → C, la fibre ge´ne´rique de X → S e´tant une conique lisse, la fibre
ge´ne´rique de S → C e´tant une courbe lisse ge´ome´triquement inte`gre. Soient
K = F(C) et V la K-surface fibre ge´ne´rique de l’application compose´e
X → C.
Si la conjecture de Tate pour les diviseurs vaut sur la F-surface S, alors,
pour tout l 6= p, les conjectures 7.1 et 7.2 valent pour la K-surface V .
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De´monstration. — D’apre`s la proposition 7.6, la conjecture de Tate en codi-
mension 1 vaut pour X . D’apre`s le the´ore`me 4.4 (Parimala et Suresh), on a
H3nr(X,Ql/Zl(2)) = 0 pour tout premier l 6= p. On peut alors appliquer le
the´ore`me 7.4. 
Corollaire 7.9. — Soient F un corps fini de caracte´ristique p diffe´rente de 2,
et C, S,X des varie´te´s projectives, lisses, ge´ome´triquement connexes sur F,
de dimensions respectives 1, 2, 3, e´quipe´es de morphismes dominants X →
S → C, la fibre ge´ne´rique de X → S e´tant une conique lisse et la fibre
ge´ne´rique de S → C e´tant une conique lisse. Alors pour tout l 6= p, les
conjectures 7.1 et 7.2 valent pour V/F(C), fibre ge´ne´rique de l’application
compose´e X → C.
De´monstration. — En utilisant les proprie´te´s des coniques et le the´ore`me de
Tsen, on voit qu’il existe une extension finie F′/F, une courbe C ′ sur F′ et, sur
F′, une application rationnelle dominante de P1×P1×C ′ vers X ′ = X×FF′.
D’apre`s [79, Prop. 5.2 (b], la conjecture de Tate pour les diviseurs sur X
re´sulte de la meˆme conjecture sur P1 × P1 × C ′, laquelle est e´vidente. Il est
clair que la F(C)-varie´te´ posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 4. L’e´nonce´ de´coule
alors du the´ore`me 7.8. 
Remarque 7.10. — La surface V posse`de clairement un ze´ro-cycle de
degre´ 4. La conjecture 7.2 s’e´crit donc ici : S’il existe une famille {zv}v∈C(1)
de ze´ro-cycles locaux de degre´ 1 telle que pour tout e´le´ment A ∈ Br(V )
d’ordre impair on ait
∑
v invv(A(zv)) = 0, alors il existe un ze´ro-cycle de
degre´ 1 sur V . Cet e´nonce´ est de´ja` obtenu par Parimala et Suresh dans [58].
8. Principe local-global pour H3 non ramifie´
Soient K un corps global, Ω l’ensemble de ses places. Pour v ∈ Ω, on
note Kv le comple´te´ de K en v. On note Ks une cloˆture se´parable de K
et g = Gal(Ks/K). Pour toute K-varie´te´ V , on note V = V ×K Ks, et
Vv = V ×K Kv.
8.1. Questions et conjectures en K-the´orie alge´brique. — Soient F
un corps, Fs une cloˆture se´parable de k, puis g = Gal(Fs/F ). Soit V
une F -varie´te´ lisse ge´ome´triquement inte`gre. On dispose de l’application
g-e´quivariante de´finie par les symboles mode´re´s
K2Fs(V )/K2Fs →
⊕
x∈V (1)
Fs(x)
×.
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Comme dans la proposition 6.2, on note :
N (V ) := Ker(H2(g,K2Fs(V )/K2Fs)→ H
2(g,
⊕
x∈V (1)
Fs(x)
×)).
Si maintenant F est un corps global K, on note
XN (V ) := Ker(N (V )→
∏
v
N (Vv)).
Soient V une K-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe.
Conjecture 8.1. — Le groupe XN (V ) est fini.
Question 8.2. — Si dimV = 2, le groupe XN (V ) est-il nul ?
Conjecture 8.3. — Si V est une K-surface ge´ome´triquement re´gle´e, le
groupe XN (V ) est nul.
La conjecture 8.3 est inspire´e de [16], ou` elle n’est formule´e que pour les
surfaces rationnelles (conjecture B, op. cit.)
Comme explique´ dans [16] (voir aussi la sous-section 8.4 ci-dessous), cette
conjecture implique l’essentiel des conjectures locales-globales sur les ze´ro-
cycles d’une telle surface faites dans [16]. Pour X une surface fibre´e en co-
niques sur la droite projective sur un corps de nombres, la conjecture B de
[16] fut e´tablie par Salberger [68, Thm. (7.1)].
Remarque 8.4. — Des re´sultats sur les ze´ro-cycles, analogues a` ceux du
the´ore`me 7.8, ont e´te´ obtenus pour les surfaces fibre´es en coniques sur une
courbe de genre quelconque sur un corps de nombres (le premier auteur,
Frossard, van Hamel, Wittenberg, voir [81]). Dans ces travaux, on fait l’hy-
pothe`se que le groupe de Tate-Shafarevich de la jacobienne de la courbe est
fini. C’est l’analogue de l’hypothe`se que la conjecture de Tate vaut pour la
surface S dans le the´ore`me 7.8.
Il conviendrait de ve´rifier que sans faire cette hypothe`se les articles en ques-
tion e´tablissent XN (V ) = 0 pour toute telle surface V fibre´e en coniques
au-desssus d’une courbe de genre quelconque, et donc la conjecture 8.3 pour
de telles surfaces.
8.2. Traduction en termes de H3nr. — Pour V une varie´te´ projective, lisse,
ge´ome´triquement connexe sur le corps global K, on note
XH3nr(V,Q/Z(2)) := Ker(H
3
nr(V,Q/Z(2))→
∏
v
H3nr(Vv,Q/Z(2))).
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On note
ε : H3nr(V,Q/Z(2))→ H
3
nr(V ,Q/Z(2)).
De´finissons X (Ker(ε)) de la fac¸on e´vidente.
La fle`che naturelle X (Ker(ε)) → XH3nr(V,Q/Z(2)) est un isomor-
phisme. En effet, si L est une extension re´gulie`re de K, toute classe dans
H3nr(V,Q/Z(2)) qui s’annule apre`s extension des scalaires de K a` L s’annule
par passage a` Ks (3).
Notons ΩR l’ensemble, e´ventuellement vide, des places re´elles de K. On
a :
H3(K,Q/Z(2))
∼
−→
⊕
v∈ΩR
H3(Kv,Q/Z(2)) =
⊕
v∈ΩR
Z/2,
et
H4(K,Q/Z(2))
∼
−→
⊕
v∈ΩR
H4(Kv,Q/Z(2)) = 0.
Pour la torsion premie`re a` la caracte´ristique de K, voir [57, Thm. I. 4.10].
Si K est un corps de fonctions d’une variable sur un corps fini de caracte´-
ristique p > 0, on a νn(2) = 0 pour tout n > 0 et donc Hr(K,Z/pn(2)) = 0
pour tout entier r.
De la proposition 6.2 on de´duit alors :
Proposition 8.5. — Soit K un corps global. On a une suite exacte
0→ A→XH3nr(X,Q/Z(2))→XN (V )→ 0,
ou` A = (Z/2)s, avec s au plus e´gal au nombre de places re´elles de K pour
lesquelles l’ensemble V (Kv) des Kv-point de V est vide.
Remarque 8.6. — Soit K = Q. Soit V/Q avec V (R) = ∅. Le groupe A vaut
Z/2 si et seulement si −1 n’est pas une somme de 4 carre´s dans Q(V ) mais
−1 est une somme de 4 carre´s dans R(V ). Si V est une surface, alors −1 est
une somme de 4 carre´s dans R(V ) (Pfister) et−1 une somme de 8 carre´s dans
Q(V ) (Jannsen et le premier auteur). C’est un proble`me ouvert de savoir s’il
existe une telle surface V sur Q pour laquelle −1 n’est pas une somme de 4
carre´s dans Q(V ). Voir a` ce sujet [35].
Soit V une K-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe. D’apre`s
la proposition 8.5, les questions et conjectures du paragraphe 8.1 sont e´quiva-
lentes aux questions et conjectures suivantes.
Conjecture 8.7. — Le groupe XH3nr(V,Q/Z(2)) est fini.
3. C’est une proprie´te´ ge´ne´rale des foncteurs commutant aux limites inductives filtrantes.
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Question 8.8. — Si dimV = 2, le groupe XH3nr(V,Q/Z)(2) est-il fini
d’exposant 2, nul si V posse`de des Kv-points pour toute place re´elle v ?
Conjecture 8.9. — Si V est une K-surface ge´ome´triquement re´gle´e, le
groupe XH3nr(V,Q/Z)(2) est un groupe fini A = (Z/2)s, avec s au plus
e´gal au nombre de places re´elles de K telles que V (Kv) = ∅.
Proposition 8.10. — Soit V/K une surface projective et lisse sur un corps
global K. Soit l un premier distinct de la caracte´ristique de K. L’image de
l’application de restriction aux comple´te´s de K
H3nr(V,Ql/Zl(2))→
∏
v∈Ω
H3nr(Vv,Ql/Zl(2))
appartient a` la somme directe
⊕
v∈Ω
H3nr(Vv,Ql/Zl(2)).
De´monstration. — Soit V/U un mode`le projectif et lisse de V/K au-dessus
d’un ouvert U = Spec(O) de l’anneau des entiers du corps de nombres K, ou
d’une courbe lisse sur un corps fini, de corps des fractions le corps global K
de caracte´ristique positive. Soit ξ ∈ H3(k(V ), µ⊗2ln ) une classe non ramifie´e
sur V . Les points (en nombre fini) de codimension 1 de V ou` le re´sidu de
ξ est non nul sont situe´s au-dessus d’un nombre fini de points ferme´s de U .
Quitte a` remplacer U par un ouvert non vide, on peut donc supposer que ξ
appartient a` H0(V,H3(µ⊗2ln )). Pour tout v ∈ U , son image ξv ∈ H3nr(Vv, µ
⊗2
ln )
appartient donc a` H0(V ×O Ov,H3(µ⊗2ln )). Or S. Saito et K. Sato ont montre´
que pour une surface relative projective et lisse sur un anneau de valuation
discre`te hense´lien excellent, a` corps re´siduel fini, ce dernier groupe est nul
([67], cf. [10, th. 3.16]). 
8.3. Sur un corps global de caracte´ristique positive. — Sur un tel corps,
le lien entre les conjectures et questions ci-dessus et celles du §5 est fourni
par la :
Proposition 8.11. — Soit F un corps fini, C/F une F-courbe projective lisse
ge´ome´triquement connexe, K = F(C) son corps des fonctions, X une F-
varie´te´ projective lisse ge´ome´triquement connexe, f : X → C un morphisme
dominant a` fibre ge´ne´rique lisse ge´ome´triquement inte`gre V/K.
Pour tout l premier, l 6= car.F, on a une inclusion naturelle
XH3nr(V,Ql/Zl(2)) →֒ H
3
nr(X,Ql/Zl(2)).
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De´monstration. — Une classe dans
H3(K(V ),Ql/Zl(2)) = H
3(F(X),Ql/Zl(2))
qui est dans XH3nr(V,Ql/Zl(2)) a tous ses re´sidus nuls surX . Elle appartient
donc a` H3nr(X,Ql/Zl(2)). 
Ainsi :
(a) La finitude de H3nr(X,Ql/Zl(2)) (conjecture 5.1) entraıˆne la finitude de
XH3nr(V,Ql/Zl(2)) (conjecture 8.7) et de XN (V ) (conjecture 8.1).
(b) Pour X de dimension 3, la nullite´ de H3nr(X,Ql/Zl(2)) (question 5.4)
entraıˆne la nullite´ de XH3nr(V,Ql/Zl(2)) (question 8.8) et de XN (V )
(question 8.3).
Soient X → S → C des morphismes dominants de varie´te´s projectives
lisses, ge´ome´triquement connexes de dimensions respectives 3,2,1, sur un
corps fini F de caracte´ristique p impaire, soit K = F(C) et
X = X ×C Spec K.
Supposons que la fibre ge´ne´rique de X → S soit une conique. Pour l 6=
p un nombre premier, le the´ore`me de Parimala et Suresh (the´ore`me 4.4 ci-
dessus) donne H3nr(X,Ql/Zl(2)) = 0. Pour la surface V/K = F(C), on a
donc XH3nr(V,Ql/Zl(2)) = 0 et XN (V ) = 0. On comparera ce re´sultat a`
la remarque 8.4 ci-dessus.
8.4. Cas des surfaces rationnelles. —
Soient F un corps et Fs une cloˆture se´parable de K. Soit g = Gal(Fs/F ).
Soit V une F -surface projective, lisse, ge´ome´triquement rationnelle. Le
groupe de Picard Pic(V ×F Fs) est un g-re´seau autodual. On note S le K-tore
de groupe de caracte`res le g-re´seau Pic(V ×F Fs). Soit A0(V ) le groupe des
ze´ro-cycles de degre´ ze´ro sur V modulo l’e´quivalence rationnelle. L’indice
I(V ) de V est le pgcd des degre´s des points ferme´s de V .
The´ore`me 8.12 ([1, 16, 6]). — Supposons I(V ) = 1. On a alors une suite
exacte naturelle :
0→ A0(V )→ H
1(F, S)→ N (V )→ 0.
Supposons maintenant que F soit un corps global K. L’application dia-
gonale H1(K,S) →
∏
vH
1(Kv, S) a son image dans la somme directe ; on
note
Q
1(K,S) := Coker
(
H1(K,S)→
⊕
v
H1(Kv, S)
)
.
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La dualite´ de Tate-Nakayama pour le K-tore S donne une injection
Q
1(K,S) →֒ Hom(H1(K,Pic(V )),Q/Z).
Pour une re´fe´rence re´cente pour ces faits sur les K-tores, voir [5, Prop.
2.34].
Le the´ore`me 8.12 donne donc naissance au diagramme commutatif de
suites exactes :
0 −−−→ A0(V ) −−−→ H1(K,S) −−−→ N (V ) −−−→ 0y
y
y
0 −−−→
⊕
v
A0(Vv) −−−→
⊕
v
H1(Kv, S) −−−→
⊕
v
N (Vv) −−−→ 0.
La suite du serpent donne alors une suite exacte
0→XA0(V )→X
1(K,S)→XN (V )→ QA0(V )→ Q
1(k, S).
On a donc :
Proposition 8.13. — Dans la situation ci-dessus, on a e´quivalence entre les
deux e´nonce´s suivants
(a) XN (V ) = 0 (Conjecture B de [16]).
(b) L’injection XA0(V ) →֒ X 1(K,S) est un isomorphisme et l’appli-
cation QA0(V )→ Q1(K,S) est injective.

L’e´nonce´ (b) se re´interpre`te comme l’existence d’une suite exacte de grou-
pes finis
0→X 1(K,S)→ A0(X)→
⊕
v
A0(Xv)→ Hom(H
1(K,Pic(V )),Q/Z)
soit encore, compte tenu de l’isomorphismeBr(V )/Br(K) ∼−→ H1(K,Pic(V )),
0→X 1(K,S)→ A0(X)→
⊕
v
A0(Xv)→ Hom(Br(V )/Br(K),Q/Z).
Lorsque K est un corps de nombres, l’existence d’une telle suite exacte est
la conjecture A de [16]. Qu’elle re´sulte de la conjecture B est de´ja` mentionne´
dans [16].
Pour une surface V fibre´e en coniques sur P1K , lorsque K est un corps
de nombres, cette conjecture A fut e´tablie par Salberger [68]. Nous sommes
maintenant en mesure de donner un e´nonce´ analogue sur un corps global K
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de caracte´ristique positive. On observera que la me´thode de de´monstration est
fort diffe´rente de celle de Salberger sur un corps de nombres.
The´ore`me 8.14. — Soit K = F(C) le corps des fonctions d’une courbe pro-
jective, lisse, ge´ome´triquement connexe sur un corps fini F de caracte´ristique
diffe´rente de 2. Soit X une F-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement
connexe, de dimension 3, e´quipe´e d’un morphisme X → P1C de fibre
ge´ne´rique une conique. Soit V/K la fibre ge´ne´rique de X → C, qui est
une surface fibre´e en coniques au-dessus de P1K , et donc ge´ome´triquement
rationnelle. Supposons I(V ) = 1. On a alors une suite exacte de groupes de
torsion 2-primaire :
0→X 1(K,S)→ A0(V )→
⊕
v
A0(Vv)→ Hom(Br(V )/Br(K),Q/Z).
De´monstration. — Pour V/K comme ci-dessus, il est connu que les groupes
intervenant dans cette suite sont de torsion 2-primaire, et meˆme de 2-torsion
(voir [16]). D’apre`s la proposition 8.5, on a
XH3nr(X,Q2/Z2(2))
∼
−→XN (V ){2}.
D’apre`s la proposition 8.11 on a
XH3nr(V,Q2/Z2(2)) →֒ H
3
nr(X,Q2/Z2(2)).
Le the´ore`me 4.4 (Parimala et Suresh) donne H3nr(X,Q2/Z2(2)) = 0. On a
donc XN (V ){2} = 0. La de´monstration de la proposition 8.13 valant com-
posante l-primaire par composante l-primaire, ceci permet de conclure. 
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